I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE NAVARRA

JUNIO — 2013 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro eeal
2ax+ (a2 +a—2)y+ 2z=2

y resuélvelo en los casos en que es compatifale:r y+2z=0
—ax+y-z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2a a’+a-2 2 2a a’+a-2 2 2
M=| a -1 2|y M'=| a -1 2 0].
-a 1 -1 -a 1 -1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:
2a a*+a-2 2

IM|=| a -1 2 |=2a+2a-2ala’ +a-2)-2a-4a+aa’ +a-2)=
-a 1 -1

=-ala’+a-2)-2a=-a*-a*+2a-2a=-a’-a’ =-a’(a+1)=0 = a,=a,=0 ;; a, =-1.

az0
Para {a 4 1} = RangoM = RangoM'=3=n° incog. = Compatibledeterminado

0 -2 2
Paraa=0= M=|0 -1 2 | = RangoM =2.
0O 1 -1
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0 -2 2 2 -2 2 2

-1 2
Paraa=0= M'=|0 -1 2 0O0|= RangoM'= (-1 2 O:—Z-‘ 1‘:
0 1 -10 1 -10
=-2-(1-2)=2#0 = RangoM'=3.
Para a=0 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatile
-2 -2 2
Paraa=-1=> M=|-1 -1 2| = RangoM =2.
1 1 -1
-2 -2 2 2
Paraa=-1= M'=|-1 -1 2 0 |={c=C,} = RangoM'={C,, C,, C,} =
1 1 -1-1
-2 2 2
=|-1 2 0|=4+2-4-2=0= RangoM'=2.
1 -1 -1

Para a=-1= RangoM = RangoM '=2<n° inc6g = Compatibleindeterminado

Resolvemos en el caso de compatible determindd@ago el método de Gauss.

2ax+(a2 +a—2)y+2222
ax-y+2z=0; = Sumando a la tercera fila la segunda:
—ax+y-z=a

2ax+(a2 +a—2)y+2222
ax-y+2z=0; = z=a =

Z=a

primera el doble de la segunda resulta:

2ax+(a2 +a—2)y:2—2a

}: Restando a la
ax—y=-2a

2ax+(a2 +a—2)y—2ax+2y:2—2a+4a} (a2 +a—2)y+2y:2+2a} - ala+l)y= 2(1+a):>

ax—-y=-2a ax—-y=-2a

_ 2 A2 _ A2
= ay=2;; y=§ = ax-y=-2a;; ax:y—2a=g—2a=2 2a = 2(1 a ) " x:gl—a).
a a a a

Resolvemos ahora en el caso de compatible indetadm parax = -1, en cuyo



—2X—-2y+2z=2

. . . -X-y+2z=0
caso el sistema resulfax-y+2z=0 , equivalente al siste 6}(+y yeq
Xx+y-z=-1 -

Sumando las dos ecuaciones se deduce que zesultando{x+y=-2.
x=A

Solucion < y=-2-4 ,010R
z=-1
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2x-y—-2z+3=0
X=y+4=0
neral del plana que es perpendicular a la recta r y que cumplemi®3.

2°) Dados el punto P(1, 1, 3) y la recta{ , encuentra la ecuacion ge-

Un vector director de la recta r es cualquiera speelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales d@lasos que la determinan, que son los

siguientes:n, =(2, -1, -2) y n, =(1, -1 0).

ik
Vv, =2 -1 -2|=-2j-2k+k-2i=-2i-2j-k = v. =(2 2 1).
1 -1 0

La expresion general del hpale los infinitos planos perpendiculares a la recta
es delaformag=2x+2y+z+D=0.

De los infinitos planof buscamos los planascuya distancia al punto P(1, 1, 3)
es de 3 unidades.

_|A% +By,+Cz +D|

La distancia de un punto a un plano &(®; ) N
A*+B?+C

Aplicando la formula al punto P(1, 1, 3) y a ldanws g =2x+2y+z+D =0:

|20+ 2-1+3+D| _|2+2+3+D| _|7+D| _|7+D|
d(P; m)=3=3= = = = =3;;|7+D[=9=
J22 v 22 412 Ja+a+rr 9 3
7+D=9
{_7_D=9}:>D1:2;;D2=—16

TLE2X+2y+2+2=0y m,=2X+2y+z-16=0
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39 Dada la funciénf(x)=x-e 2, demuestra que existe un valori(1, 3) tal que
f'(a)=2. Menciona el resultado teérico empleado y justifia uso.

La derivada de la funcién se obtiene por logarimeperianos.

L[f(x)] = L(x : ecoszj= Lx+cos% . Le= Lx+cos%.

Considerando la funciép(x)= f'(x)-2, que es continua en su dominio que es el
conjunto de los nameros reales, le es aplicabteaeema de Bolzano en cualquier in-

tervalo real considerado.
El teorema de Bolzano dice que “si una funcion ¢@stinua en un intervalo ce-

rrado [, b] y en los extremos de éste toma valores dettissigno, entonces existe al
menos un valoc(a, b) tal quef(c)=0".

Demostrar que'(a)=2 para un valor der (1, 3) es equivalente a demostrar que
la funcién g(x) tiene una raiz real en el intervd@).

g@)=(1-7 . sen” | "2 —2=(1-" 1| e -2=[1-7 | . 1-2=1-T-2=-TT_1<0.
2 77 2 2 2 2

3
9(3)= 1-F sen)e™2 - 2= 1—3—n'(‘1) @221+ )-2=1+ 2= 150,
2 2 2 2 2 2

En efecto: se cumple que g(1) <0 < g(3), lo guaukstra lo pedido.
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4°) Dadas las funcionet(x)=sen(rx) y g(x)=x*-x, encuentra los tres puntos en que se
cortan y calcula el area de la region del plan@eada entre sus gréficas.

Los puntos de corte de las funciones se obtienda ideialacion de sus expresio-
nes.

%=-1-y=0- A-10)
f(x)=g(x) = sen(®)=x*-x = {x,=0 ~ y,=0 -~ 0(0, 0)
X3=1 - y3=0 - (110)

Las dos funciones son simétricas con respectoigdropor serf(x)=-f(-x) y
g(x)=-g(-x).

La representacion grafica es, aproximadamentpjdase indica en la figura.

l

)

[¢

De la observacion de la figura y teniendo en @isns simetrias, el area pedida
es la siguiente:

1

S= Z-I[f(x)—g(x)] ~dx = 2-Jl’[sen(nx)—(x3—x)] dx = 2-J1'[sen(77x)—x3+x] - dx.

0

_ - =t 1 1 .
Sabiendo quer —jsen(m)-dx = {dx:%-dx} = | —;-Isent dt= ;-cos(m).
4 27t
s=2.|-1. cos(x)-=-+2-| = 2-(—1 - cosn—1+1j— 2-(—1 - cosO—O+Oj =
T 2, m 4 2 T

:2.|:_1.(_1)_1+1j|_2.(_1.1):2_1+1+E:£+1:8+”u2Dl’??uZ:S_
Vi /4 o2 mor 2 2m
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OPCION B

2 -1 t+3
1°) Encuentra los valoresiR que hacen que la matrig=| 4 -t 1 | sea no regular.
2 -1 2

Una matriz es regular cuando tiene inversa, eB,dpge su determinante tiene
gue ser distinto de cero. Una matriz es no regulando el valor de su determinante es
cero.

2 -1 t+3
|A|=[4 -t 1 [=0;;-2t-4t+3)+2t(t+3)+2+8=0;; -2t-4t-12+2* +6t+10=0 ;;
2 -1 2

2°-2=0;,t°-1=0;; t°=1=>t,=-1yt, =1,

La matriz A es no reqular parat=-1yparat=1.
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2°) Los puntos P(2, -2, 1), Q(-1, -2, 1) y R(33Dson tres vértices de un rombo. En-
cuentra la ecuacion continua de la recta que pasal gentro del rombo y es perpendi-
cular al plano que contiene al rombo.

Para saber cual es la situacion de los vérticedssdhallamos las distancias entre
cada dos de ellos:

PQ=+(-1-2) +(-2+2)? +(1-1)? = /(-3)* +0% + 0% =+/9 = 3 unidades

PR= \/(3‘2)2 +(0+2)° +(3-1)* =12 +22 + 221+ 4+ 4 =/9 =3unidades

QR=+/(3+1)? +(0+2)* +(3-1)7 =v4? +2° + 22 =16+ 4+ 4 =+/24 = 2/6 unidades

El punto medio del rombo es el punto medio delrs#goQR, que es una diago-
nal del rombo.

2 2 2

v o Q*R (-1 -21)+(303) _(2 -2 4) M@ -1 2).

Los puntos P(2, -2, 1), Q(-1, -2, 1) y R(3, 0, 8)adminan los siguientes vectores:
PO=Q-P=(-1-21)-(2 -2 1)=(-3,0,0).

PR=R-P=(30,3)-(2 -2 1)

(122

La ecuacion general del planaue contiene al rombo es:

y
n(R; PQ, ﬁ)s -3 0
2

0 |[=0;; —6(2—3)+6y:O u —(z—3)+y:O n
1 2

-2+3+y=0= m=y-z+3=0.

El vector normal del plano es=(0, 1, -1).

La recta r pedida es la que tiene como vector ired vector normal del plano y

que pasa por el punto M(1, -1, 2); su expresidradgam unas ecuaciones parameétricas
es la siguiente:

x-1_ y+1 z+1
0 1 -1

r =
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o . lim 2_3\"  lim
39) Calcula los siguientes limites: T3y x - cos| ZF-2]].
n - 4o ( N°+2n 2

n —» +oo

lim n*-3 2”_ lim (n*+2n-2n-3 Zn_ lim n2+2n+—2n—3 2”_
n*+2n n*+2n n-+o(n®+2n n®+2n

n - +oo

2n

Iim -2n-3\*" _ lim 1
= 1+— =1” = Ind.tipo n"® e = 1+— =
n - +oo n-+2n n - +oo n-+2n
-2n-3
—4n%-6n
n’+2n -2n-3 B n?+2n | n2+2n
-2n-3 n2+2n -2n-3
_lim 1 _lim 141 B
n - +oo n?+2n n - +oo n?+2n
-2n-3 -2n-3
B _ -4n?-6n
n®+2n | n242n
-2n-3
lim  -4n®-6n
— Ilm 1+ 1 :en_'+°° n2+2n =e_4 =i
n - +o n?+2n et
-2n-3

[im T o2\ _ T2 Vs _ T _
X-COS| ———|[|=0-cO0S| ——— |=w-cO0S| ——0|=0-c0S— = -0 = Ind. =
2 2 2 2

X — +o0 X 00
w2 2 w2
im “(27x)_o im 2 o2 x
_— L= Ind. L"Hopital =
:>x_,+oo } 0:> :>{ P }:>X_>+oo _i
X NG
[im
. {s (E—ZH: 2 sen7—Tz 2:1=2
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4°) Dada la funciénf(x)=x-e 2, demuestra que existe un valori(1, 3) tal que
f"(a)=7. Menciona el resultado tedrico empleado y justifia uso.

La segunda derivada de la funcion se obtiene mediagaritmos neperianos.

L[f(x))= L(x-ecoszj= Lx+cos% - Le= Lx+cos%.

L[f (X)] = L{(l—z - senﬁj -ecosz} = L(l—z - sen%j+cos% - Le=

T TK T TK X TK T
-| = -sen—+-— .= .cos— —+— -C0S—
£(x) (2 2 2 2 2) m o | S, T, e0sy X
- = -—-.sen—=-— +sen— |.
f (X) 1- % . sen™ 2 2 2 1- % . sen™ 2
2 2 2 2
senZ+ 7% cos™®
£(x)=-2 P — 2 t+sen’> (1_5 senﬁj e 2=
2 1-— -sen— 2 2
2 2

T s X | TK X X K X
=-—.e 2.|sen—+—-CcoS—+sen——-—-serf — |=
2 2 2 2 2 2 2

=T 2, (E -serf E—E-COSE—ZSGI‘IE): f(x).
2 2 2 2 2

La funcion f'(x)=(1—%-sen%)-ecosz es continua y derivable en su dominio,

gue es R, por lo cual le es aplicable el teoren&dier Medio del calculo diferencial,
también conocido como teorema de Lagrange, quegdie€si f(x) es una funcion con-
tinua en el intervalo [m, n] y derivable en (m, ajtonces, existe al menos un punto

ad(m, n) que cumple:f'(a)=%;(m)”.

La interpretacidon geométrica puede apreciarsefawdsnente mediante la figura



adjunta.

AY
f(n)

f(m)

@) m o n X

Considerada la funcion f(x), continua en [m, rderivable en (m, n) existe, por
lo menos un punto N perteneciente al intervalor{jmren el que la recta tangente a la
grafica f(x) es paralela a la cuerda que une lostguP y Q de coordenadas

Plm. f(m)] v Qln. £(n)].

2 T2 2 2
3n+2 2-7
f(3)-f'(@ IT+2-2+71 4
f(a)= (3)’—1(): BT - 4 H:THZE'

En efecto: existe un valare (1, 3) tal que f’(x) =z, como debiamos demostrar.
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