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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
(ef+ :Qx+2y+z:2

y resuélvelo en los casos en que es compatiflé=+ g x+(a? -a)y =4
(é— a 2)y+(a2— 2a—1)z:2

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguiente:

a’+a 2 1 a’+a 2 1 2
M= d&+a a-a 0 yM'=|g+a a’-a 0 4.
0 &d-a-2 a’-2a-1 0 &-a-2 a*-2a-1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de el siguiente:

d-a-2 a*-2a-1 1 a’-2a-1

a’+a 2 1 a’+a 2 1
IM|=|&+a a'-a 0 |={FR-F}= 0 a-a-2 -1 |=
0 &-a-2 a’-2a-1 0 &-a-2 a’-2a-1
2_ - — a—
=(a2+a). a’-a-2 1 =(a2+a)-(a2—a—2)-‘1 1 ‘:

=( % ha ad( a-2at+t)=(a+ Y a- a2(d-29= d(a+ Ya-2a*-a-2)=0=

_1++/148 _ 1+4/9 _1£3

= a’-a-2=0:; a
2 2 2

= a=-lya=2=

= #(a+)a-2a*-a-2)=0= &(a+ ¥(a- =0 ;;[da+Ya-2=0=
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= ala+ Ja-2I=0= a=0;,8=-1;; a,=2.

az-1
Para{ a#0;: = RangoM- RangoM'= 3= rf incég = Sistemacompatible determinada
az2

0 2 1
Paran=0esM =0 0 0 |= RangoM =1
0 -2 -1
0 2 1 2
Paraa =0esM'=|0 0 0 4|, cuyo rango es equivalente al rango de la matri:
0 -2 -12
2 1 2 2 1 2
M"=1 0O O 4/ =0 O 4:—4-‘_2 _1‘:O:> RangoM =2.
-2 -12 -2 -1 2

Paraa=0 = RangoM =1;; RangoM '=2 = Sistemaincompatilte.

0212
Parao = -1 esM'=| 0 2 0 4|, cuyo rango es equivalente al rango de la matriz
0022
212 2 1 2
M"=|2 0 4/= |2 0 4|= 8 16- 4=-1220 = RangoM =3.
022 022

Paraa=-1= RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Sistemaincompatilte.

6 2 1 2
Paran=2esM'=| 6 2 0 4|= RangoM'=
00 -12
6 2 2
{c.c,cl=16 2 4/=24-24=0
00 2
6 1 2
= ic,C,C}l=1|6 0 4|=-1224-12=0; = RangoM'=2.
0 -1 2
2 1 2
{c,c.cl=12 0 4/=-4+8-4=0
0 -1 2




Paraa=2 = RangoM= RangoM'=2< rP incég = Sistemacompatible indeterminada

Resolvemos, en primer lugar, el caso de compatible determinado, que es cue
el valor den es distinto de las raices encontradas: -1, 0y 2.

Se procede por el método de Gauss:

a+a 2 1 2 a+a 2 1 2
M'=| &+a a*-a 0 4|={F,-F}=| 0 a-a-2 -1 2|=
0 &-a-2 a*-2a-12 0 &-a-2 a°-2a-12
a’+a 2 1 2 ) 5.5
={F-F}=| 0 @a-a-2 -1 2|=2z=0; y=— cox=2Y o
5 - a’-a-2 a“+a
0 0 a~-2a 0
2-p. 2

_ d-a-2_2(@-a-2-4_ 2°-22-4-4 _ 22°-2a-8 _ 2a’-a-4)

a’+a (@ +a)a?-a-2) (@+a|a’-a-2) (&+ala®-a-2 (a2+a)(a2—a—2):

_ Z(az—a—4) _Z(az—a—4)

= =X.

da+rJar)a-2) da+1(a-2)

Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminado:

OXx+2y+z=2
ox+2y—2=2 6x+2y=4
Paraon =2 es{6x+2y=4 = z=-2= . =
0 2 6x+2y=4 6x+2y=4
y-2=

= 6xt2y=4;;3x+y=2= x=4 = y=2-31.

X=A
Soluciéon: < y=2-34, OAOR
z=-2

*kkkkkkkkk



29) Encuentra el punto R que pertenece a la W%é;j:%:%?» y equidista de los

puntos P(-1, 1, 2) y Q(1, 3, 6).

Los puntos P y Q determinan el vector:
v=PQ=Q-P=(13%(-113=(224).

El punto medio de Py Q es M(0, 2, 4), cuyas coordenadas son las medias ari
ticas de las coordenadas de los puntos P y Q.

El haz de planos paralelpgerpendiculares al segmento que determinan los pur
tos P y Q tiene como expresion genemak x+ y+2z+D =0, por tener como vector

normal al vectonv'=(1, 1, 2), que es linealmente dependiente del veatel2, 2, 4).

De los infinitos plano de hg el planoa que contiene al punto M es el que satis-
face su ecuacion:

L= x+y+2z+D=0 i
M(O 5 4) = 6 2 2.4D=0;;248D=0;;D=-10=>a = x+ y+ 2-10=0.

El punto R pedido es la interseccion del planyola recta r:

x+1_y-3_z+3 -x-1=2y-6 X+2y=5 | » X=5-2y
rs = = 5-2y-z=2
2 -1 2 X+1=2z+3 X—-2=2 = 5 ovt v 22210
a=x+y+2-10=0 x+ y+2z2=10 x+ y+22=10 Y B
-2y-z=-3] -4y-2z=-6
y y :>—5y:—]_;; y:l ;;2:3—2y:3—g:§: ;;x:5—2y:
-y+2z=5 -y+2z=5 5 5 5
:5—2:§:X
5 5
R(Z_B 1 53}
5'5 5
De otra forma:
X==-1+2A
La expresion de r por unas ecuaciones parametricas@s=3-1 . Un punto
z=-3+24

genéricoder eg(- # 2A, 3-1, -3+21).

Tiene que cumplirse qUBR=QR.



PR=C + 20 K+(32-F+( 5 a- 7 =2 +(2-aF + (21 -5F =

=422+ 4-4) + 22 + 417 - 20) + 25 .

QR=\[- 2 2= ¥+(34- F+(-3 216 =\(21-2f + (A +(21-9] -

:\/ A’ -9+ 4+ 1%+ 4°-361+81.

PR=QR= \ M+ 4 A+A+ F- 20+ 25 4 - 8+ 412+ 42 -361+81 ;
A —AAE 1%+ M- 26 25 B- B+ 4%+ F - 36+ 81;; 29 241=85-44) ;;

200=56;;51=14 - )l:1€4.

x:—1+2/1:—1+£3=2—3
5 5
r= y:3—/1:3—1_4:1 = R(2_3’£’1_3j
5 5 5 5 5
z:—3+2)l:—3+£3:1—53
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VveE* six<0

3°) Halla el valor dexOR para que la funciorf(x)= . sea continua en
(1+ X"« si x>0

todo R.

La funcidn f(x) es continua en todo R para cualquier valar dR, excepto para
el valor x = 0 cuya continuidad es dudosa y vamos a determinar el valgratta que
lo sea.

Para que la funcion f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los li
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en
punto:

. : lim .2 3
Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene quex se6(1+ N =Jé =¢e?, lo que

significa que el limite tiene que ser del tipo n° e.

lim w2 lim xa 2
(*) x_>0(1+x) X_Xﬁ0(1+x)x =1°=1" = a>0.

r -at
1 ]arx
X
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4°) Dada la funcion { x= sen(x -cosx), demuestra que existe un vatoﬁj(o, l_sz tal que

f'(a)=-1. Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

El teorema del valor intermedio para la derivada, conocido como la propiedad
Darboux dice:

“Si f es una funcién continua y derivable en [m, n] y se cumple tfug> '(n),
y sea [ f(m), f'(n)], existe al menos un puntal(m n) tal que f'(a)=z".

La funcion { ¥= sen(x -cosx) es continua y derivable {n, g} por lo que le es

aplicable el teorema del valor intermedio para la derivada.
f (xX)=( 1-cosx x senk -cod xcos k=( cosx x senx) -cogx -cosx).

f()=0 ces0Osen) 0-cpsO-cogt=( ¢ P -cosO=1-1=1

f (ﬂ) = (Cosz_z . Senl_Tj .Cos(l_T .Coszj = (O—LT 9 .Cos(z . Oj = —E = —LT_
2 2 2 2 2 2 2 27 2
Se cumple que (0)> f'(2) y también quef (0)> f'(a)> f'(2), por lo que podemos

asegurar que:
DaD(O, gj tal que f'(a)=-1

(como teniamos que demostrar)
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OPCION B

: 1 -1 :
1°) Dada la matrlzzAz(1 1] encuentra todas las matrices B que cumpleB=B- A.

) b
Sea la matriB :(a )
c d

1 -1 ab ab 1 -1 a-c b-d atb —-a+b
A-B=B-A= : = : * = =

1 1 c d c d 1 1 a+c b+d c+td -c+d
a-c=a+b
atc=c+d b=-c a b

— = — B= , Ja bOR.

b—-d=-a+b a=d -b a

b+d=-c+d
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las
2X+ y+z+2=0 x+3_y_z+3

tasr = y s= ==
3+ y+2z+1=0 1 1 2

Para determinar la recta t, perpendicular comun a las rectas dadas, nos guic
por el siguiente gréfico.

u M

Para determinar un punto y un vector de la recta r se expresa por unas ecuac
parameétricas.

2x+y+z+2=0 2x+ty=-2-A | —-2x-y=2+A
r= = z2=A= Xx=1-A;;
3x+ y+22+1=0 X+y=-1-21] 3X+y=-1-24
x=1-A
X+y==—221 y=—2A-X=-2-A-2+2=-4+ =y = r= y=-4+ 1.
z=A

Un punto y un vector director de r son( 1- 4,9, v, =(-11 1) y un punto y un
vector director de s son N(-3, 0, -3y =(1, 1, 2).

Un vector w , perpendicular a, y v, es cualquiera que sea linealmente depen
diente de su producto vectorial:

] k
w=v Ov,=-1 1 1|=2+j-k-k-i+2j=i+3j-2k = w=(1 3 -2).
1 2

Ahora determinamos los planes y a,, de la forma siguiente:



x-1 y+4 z
alwi v wE -1 1 1= 05 b de(yr 432 - Ay a0
1 3 -2

- (B )E(y B 4= 0;; 5% 5 y+ 4 &= 0= a, = 5x+ y+4z-1=0.

x+3 y z+3
aZ(N; v, W)5 1 1 2 |=0;- bx B+ 2y 82+ 3-(z+ I-dx+3J+2y=0;
1 3 -2

- (8+ )3 @+ @+ B 0 b+ B y—(z+ 3= 0;;4x+12-2y-2z-3=0 =

= a, = 4x-2y-z+9=0.

La recta t pedida es la que determinan los planosa, en su interseccién, que
S5x+ y+4z-1=0

. A continuacién se expresa mediante unas ecuacic
4x-2y-z+9=0

es la siguientet s{

nes continuas:

5x+ y+4z-1=0 5x+y=1-41| 1x+2y=2-84
t= =2=A= = 14=-7-7] ;;
Ax-2y-7z+9=0 ~  4x-2y=-9+ ]| 4x-2y=-9+)
x+< oyt
x=-2 L)yt mosk=1-a442420= 3oy =227 2.2
2 2 2 20 22 1 3 1
2 2

2x+1_2y-7_z

t
-1 -3 1
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3°) Halle el maximo y el minimo absolutos de la funcidﬁn):g x+ sen(7x) en el inter-

valo [0, ﬂ .
2

Una funcion tienen un maximo o un minimo relativo para los valores que anul
Su primera derivada:

f'(x):gﬂr cos(7%)=0 ;; %+ cod7x)= 0 ;;cos(nx):—%: xD{O, g} — Existen dos

angulos que cumplen la condicion: 120° y 240°, que expresados en radianes son, re

tivamente 2?” y ? Soluciones:x -3 Yy X, -g

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se recurre a la segunda
rivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un
nimo y, si es negativa, de un maximo.

f(x)=- - sen(x). f(2)=-m2 - sen(2z)= -2 -§<O = Méax para x==

El méaximo absoluto pedido estax absoluta P(g 2”;3\/_]

f(4)=-r - sen(4z)=-m -_;/5 >0 = Min para x:g.

n4n_2ﬂ_\/§_ 47-3J3 1193
3 3 2 6

El minimo absoluto pedido estin. absoluta Q(4 il 63\/_j
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4°) Dadas las funcioneg(¥=1+ex-x* y dx)=e*, encuentra los dos puntos en que Se
cortan y calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de f(x) y @

Los puntos de corte de dos funciones se obtienen de la resolucion de la ecus
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

fl= (x> 1+tex X=€ ;;1-X¥+&x-€=0= x=0;; x,=1.

Los puntos de corte sonf0)=1 y {1)= e= A0,1) y B1 e).

Teniendo en cuenta qué(¥=e- 2> 0, Ox0(0, 1), f(x) es creciente en el interva-
lo (0, 1) y, ademas, todas sus ordenadas son positivas en este intervalo.

Siendo ¢( 3= & >0, OxOR, ¢ x)=€* es mondtona creciente en su dominio, que e
el conjunto de los numeros reales; también sus ordenadas son todas positivas en
tervalo (O, 1).

Tomando un valor intermedio del intervalo (0, 1), por ejen%nlo

f(%):1+2—£= 4+26—1= 3+2e 0103
2 4 4 4

1
di)= e =Je D185

El area pedida es la siguiente:

SJ:[ F o} dx:J::(1+ ex >3—ex)-dx:{x+%—x—3—ex}::(1+g—%—ej—(—l):

3

_ 4-3%+6_10-3e
6

¢ 0031 =S.

::E;—u§-+1
3 2
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