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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
(a-)x+(a+2)y=5

y resuélvelo en los casos en que es compatilfle: g x+ (- 1- g y+2z=-4.
y+(af + a)z: 2-a

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a-1 a+?2 0 a-1 a+?2 0 5
M={1l-a -1-a 2 y M'=|1-a -1-a 2 -4
0 1 a’+a 0 1 a&+a 2-a

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de el siguiente:
a-1 a+2 0

[M[=|1-a -1-a 2 |=-(& [ & Jdar J- {a1)-(1- ga+ 2Jala+1)=

0 1 a’+a
-~ o { w34 ade( 2l @2 hart)=- 4d- Y ar I- da- e ot —1)ar2)=
ba- J & p(a - bar b= 4d- Yor 2 & J- da- )= da-1)-2a-1)-

= 4&*‘ )(a_ )-_ ta_ j-:(a_ :)(3-2'*'61— 2: 0= g=0;; a’+a-2=0:; a:—_ﬁ2‘1+8:
_-1+J9 _-1#3 e
T T TaThhE

azl . .
Para { 4 2} = RangoM= RangoM'= 3= rf incog. = Compatibledeterminado
a —
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0 3 05
Paraa=1=> M=0 -2 2 -4| = {F,=F,-F} = RangoM'=2.
01 2 1

Paraa=1= RangoM= RangoM'= 2< rf incég = Compatible indeterminado

-30 0 5 -3 0 5
Paraa=-2=M'=| 3 1 2 -4|= RngoM'{C,C, Cl}=|3 1 -4|=
0 1 -2 4 0 1 4

- 12 15-12=-9#0 = RangoM'=3.

Para a=-2 = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatitbe

Resolvemos en el caso de compatible determinado.

(a-)x+(a+2)y=5
(1- d x+(-1- g y+2z=-4 = Sumando a la segunda fila la primera:

y+(a€+a)z:2—a
(;:(;—j;)a)y; 22:1} 3;(2;?8) , }: Restando a la segunda la primera:
z=2-a Z=c-a

.. —1_ — -1 oy=1- = 2 :a+2+2:a+4:
(a+ @3 z1-as(aarDz=1 A T T e ar2

(a )x(a+ Jy=5 ;;(a—])x+(a+2)-Zi;= 5;(a-)x=5-a-4= x=-1.

a+4 -1
z

a+2 ~ a+2’

Solucion: x=-1, y=

Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminaday pata en cuyo

3y=5 -2 2
—l_y: 3: 3:—E:Z_

caso el sistema resulia 2y+2z=-4 = y=§ zZ=
2 2 2 3
y+2z=1

X
Solucion <y=2 ,0A0R
z
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pasa por el punto P(2, 3, -1) y e
paralela a los planog = 2x- y+3z-1=0 Yy i, = x+ y- 2z+3=0. Encuentra el puntQ Or
gue esta en el plang=x=0.

Los vectoresn, =(2,-13) y n, =(1 1 -2) son normales a los planogy n,, res-
pectivamente.

El vector director de la recta r pedida tiene que ser perpendicular a los vecitc
n, ¥y n, simultineamente, es decir: tiene que ser linealmente independiente del proc
to vectorial de los vectores normales a los planos:

ik
Vi =[2 -1 3|=2+3+X+k-3+4j=-i+7j+3k= v, =(1, -7, -3).
11 -2
La expresion de r mediante unas ecuaciones continuasé}ﬁ:{éf’:z_—?.

El punto Q pedido es la interseccién de r con el pfaaa=0:

X=2+A
rsqy=3-74

z=-1-34
x=0

2A= 0= A=-2= Q0,17 5).
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dx
X

v e gz.f x- ser(2x) - dx.

3°) Calcula las siguientes integrales: |

=] 1 x| dx _ 1 _ 1 _A B :Ax—A+Bx:(A—B)x—A:>
Pl -x Xx-1)  ¥-x xx-1) x x-1  xx-1) x(x—1)

x-1
X

+C=1,.

N A—B:O} A=l B:1:>I(__1+ij-dx=—L|X|+L|X—1|+C=|-
—-A=1 X x-1

U= X- du=dx

=] x sen(2x)-dx
1=] (23 -dx = ser(2)9-dx=dvﬁv:—%cos(2x)

1 1 X 1
= 1,=X {_E COS(ZX)}—J.—E cos(2x) - dx= K cos(2x) +§I cos(2x) - dx=

X 1
=-Zcos(@x)+=A=1,. (¥
X cos@9+2A=l, ()

2xX =t

= : Lrcos ¢ atl 21 _
A—Icos(Zx) dx= dx=%dt = Azjcos t dtz sent C-Zser(2x)+C A.

Sustituyendo el valor obtenido de A en (*) queda:

:-g cos(2x)+% % sef2 x+ C:%[ser( 2 - xcos(2x)]+C =1, .

l,
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49 Dada la funciénf(x) =tag (£+£j+ 2 , demuestra que existe un valor

12 6x) 17-2x-3x*

a0(1, 2) tal que f'(a)=1. Menciona el resultado teérico empleado Y justifica su uso.

Xlzl_— “52<1
) o 2444+204 244208 _ 2+ 2/52 1%4/52 3
X+ X-17=0;;, x= = = = =
6 6 6 3 1++/52
X, = 3 >2

De lo anterior se deduce que la funcion f(x) es continua en el intervalo [1, 2] y «
rivable en (1, 2), por lo cual, le es aplicable el teorema del Valor Medio del calculo di
rencial, también conocido como teorema de Lagrange, se puede enunciar del mod
guiente:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg Ip] y derivable end, b), enton-
f(b)- ().
N

ces, existe al menos un punta(a, b) que cumple:f'(c)= —

f'(x) _ 6X° _ A17- 2x—3)§2 -
cos [7‘;_'_ nj (\/ 17- 2x—3x? )
1

6X
_ -7 A3x+1)
62 cod (”+”j (17— 2x- 3¢ W17- 2x=3x
12 6x

(a)= f@- ) _ o (_ zj L2 (z Ej 2 |

Fla)= 2-1 (2)- 1@ =tag 12712)7 1719127 NN
_ m_1 N3, N3_ _
tag "o tag4 3 3+2 1 3 1= f{a)=1c.q. j
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OPCION B

: 1-10 . :
1°) Dada la matnza\:( J encuentra todas las matrices B que cumplen la condi

CiOnA-B - A=A.

Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es condicidn necesaric
el nimero de columnas del multiplicando sea igual que el nimero de filas del multipl

cador.

Segun lo anterior, para que pueda efectuarse el producto A - B - A la matriz B
tiene que tener por dimension 3 x 2.

b
SeaB= d|.
f

O o D

1-10 1 -10) (1-10
A-B-A=A = : : 5 §
(OOlj (OOJ(OOJ

a-c=1
a-c b-d 1 -10 1 -10 ac —a+tc b-d 1 -10 b-d=0
- = 3 = = =
e f 0O 0 1 0O 0 1 e -e f 0 0 1 e=0

O o @
-~ O T

I
[ —

= c=a-1;; d=b.

a b

Las matrices B son de |la fornea=| a-1 b]|.
0 1
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2°) Encuentra la ecuaciéon continua de la recta r que pasa por el punto P(-1, 5, 6) y «
X+z+1=0 -

a las rectas, = yr=Xt_y-2_ 2
3x+y-z-8=0 1 2 2

Para determinar un punto y un vector director de la reda expresa por unas
ecuaciones paramétricas:

x+z+1=0
r = = 2= = x=-1-4 ;; J-1-2)+y-1-8=0;;
3x+y-z-8=0
x=-1-A
-3-31+y-1-8=0;, y=11+41 = r, = y=11+44.
z=A

Un punto y un vector director deson A(-1, 11, 0) w, =(-1, 4, 1).

Un punto y un vector director deson B(-1, 2, 0) w, =(1, 2, 2).

El punto P(-1, 5, 6) con los puntos A y B determina los siguientes vectores:
“w= AP=0P-0A=(- 15 §(- 1119=(0 -6, 6).

"w = BP=0OP-OB=(- 1,5 §(- 1,2 0=(0,3 6).

El planon; que contiene a P y tiene la siguiente expresion general:

xt1l y-5 z-6
”1('}’ v, Wl)z -1 4 1 |= 0;26x+ )+ 6z- 9+ dx+)+dy-5=0;;
0 -6 6

o+ o by- 5+ 62— 6= 0;; x+)+(y-5+(z-6)=0; ; 5x+ 5+ y-5+z-6=0 =

= I, =5x+y+z-6=0.

El planon, que contiene a P y tiene la siguiente expresion general:
x+1 y-5 z-6

ﬂz(R Vs, WZ)E 1 2 2 |= 0;;1px+ )+ $z- §- gx+D)-gy-5=0;
O 3 6

(6+ )% (- )3 @- = 0;; bx+ )= By- §+(z— §=0;; 2x+ 2-2y+10+2-6=0 =



= I, = 2X- 2y+z+6=0.

La recta r pedida es la que determinan los plangst,; su expresion dada por
sus ecuaciones implicitas es:

r {5x+ y+z-6=0

2x-2y+z+6=0

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

. 5Xx+y=6-1 1+ 2y =12-21
Haciendoz=A: Xy } »

= 1X=6-31 ;;4x=2-1;;
2X—2y=—6-A| 2x-2y=-6-A1
A

1= W=(l 5 —4).

INS N

X=1-21 ;;y=6-A-5x=5-A-3+3A=3-3A=y =71

1}

N < X
11

RN N

., . p + — _
La expresién de r por unas ecuaciones contlnuasé(?—lzyT5 -276
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2
3°) Dada la funciénf(x) = cos{’ + 2x +3X), demuestra que existe un valor(- 2, 1) tal

VX +X+2

que f'(a)=0. Menciona el resultado teérico empleado vy justifica su uso.

Siendo x* +x+2>0, OxOR, el dominio de f(x) es el conjunto de los nimeros re-

ales, lo que supone que es continua y derivable en cualquier intervalo finito que se
sidere.

De lo anterior se deduce que la funcién f(x) es continua en el intervalo [-2, 1]
derivable en (-2, 1), por lo cual, le es aplicable el teorema del Valor Medio del célc
diferencial, también conocido como teorema de Lagrange, se puede enunciar del n
siguiente:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg Ip] y derivable end, b), enton-
ces, existe al menos un puntd(a, b) que cumple:f'(c):W".

_( B 4x )3\7' X+ % 2-Ser6><°'+ X+ 3<)—COS(X3+2X2+3x)- 2x-1

£(x)= 20X +X+2 _
(\/x2+x+2)2
(28¢ 4 )3(-3¢+ % P seff X+ 2+ +( - ) -cos(x+2x% +3x)
__ 2UX+X+2 _
X2+ X +2

(2% 4 )3(-%+ » P serf+ 2+ 8)+(2- ) cos(x*+2¢ +3x)= #(x)
2(x2+x+2)\/m |

_h
—
Q
N—
11
7
—~
=
|
.
e
N
N—
1
=
=
1
wlo
1

0= f(a)=0 c.q.j.

ObservacionDe la solucion se deduce que también puede emplearse el teorema de
lle, que dice: “si f(x) es una funcién continua en el interva)d] y derivable en (ab)
y si se cumple qued] = f(b), existe al menos un puntal(a, b) tal que f(x) = 0.
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4°) Dada la funci()nf(x):l—%xz, encuentra los dos puntos en que corta al eje de abs

sas. Calcula el &rea de cada una de las dos regiones en que divide esa curva al circ
centro O(0, 0) y radio 2.

Los puntos de corte de la funcion
con el eje de abscisas son:

f(x):l—%x2 =0=> 4-x*=0>

4 R 229
N N\ T lee2-8k0)

La representacion grafica, aproxi-

mada, de la situacion es la de la figura.

Teniendo en cuenta que por sfe(r—l):l—% (~1)? =1—%x2 = f(x), la funcion es

simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Teniendo en cuenta lo anterior y de la observacion de la figura se deduce el v
de la superficie S, que es la siguiente:

2 372 3
S= 2'[[1—1 )8} -dx= 2|:X—1X_:| = 2|:(2—2_j—0j|:4—1_6:4—ﬂ :§ u2 .
5 4 4 3 12 12 3

0

Teniendo en cuenta que la superficie del circul®.esnr?=m-2° =4mu®, las
dos regiones pedidas son las siguientes:

R=S_g=4n_8_,, 8_6n-8_ A3n-4) o
2 2 3 3 3 3

R, :i+s:ﬂ+§:2ﬂ+§: 671+8 _ A3n+4) U2

2 2 3 3 3 3
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