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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
(at1)x+ay=3
y resuélvelo en los casos en que es compatiffler ) x+( a+ 1) y+(a+2)z=1

(a+ 3o (4-9y+(d- 2a- =245

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a+l a 0 a+l a 0 3
M= a+t1 a+l a+2 y M'=| a+1 a+l at+2 1
gd+a a-1 a*-2a-8 d+a &-1 a8-2a-8 2a+5

El rango de la matriz de coeficientes en funciom @s el siguiente, teniendo en

2+/4+32 _2+./36 _ 2+6
2 2 2

cual la expresiéra® - 2a-8puede expresarse asf:- 2a- 8=(a+2)(a-4).

cuenta quea’-2a-8=0;; a= =+ 3=>a=-2a=4, con lo

a+l a 0 1 a 0
IM|=| a+1 a+l a+2 |=(at+Qa+2)-/1 a+1 1 |=
dat]) a-1 (a+2)(a-4) a a@-1 a-4

=( a) 22| a1 a4)+ a-(a-1- had|=(a a2 d-4ar a4+ @ - +1-a +4a)=

=(a+ Y a+a-3=0= a=-18=-2 a,=3.
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az-1
Para <a#-2:= RangoM= RangoM'= 3= rf incog = Compatibledeterminado.

az3
0-10 3 -1 0 3
Paraa=-1= M'=[0 0 1 1| = RangoM'={C,, C,,C}=|0 1 1
0 0 -33 0 -3 3

=-3-3=-6#0 = RangoM'=3.

-1 -2 0 3 -1 -2 3
Paraa=-2= M'=|-1 -1 0 1| = RangoM'= {C, C,,C,} = |-1 -1
2 3 01 2 3

.

=19 4 6 3 210-15=-5#0 = RangoM'=3.

a=
Para {a— 2} = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatilbe

4 3 0 3
Paraa=3= M'=| 4 4 5 1| = {4F,-F,=F,} = RangoM'=2.
12 8 -5 11

Paraa=3= RangoM= RangoM'= 2< rP incdég = Compatible indeterminado

Resolvemos en el caso de compatible determinado.

(at1)x+ay=3

(at 1) x+(a+)y+(a+2)z=1 - {iz*iz:alzllz}:
(‘%H' éx"(&_])y'*'(éf—Za—B)z:Za+5 3~ '3 1

= {_}/+;Fii(;2122:a:28)2=_a+5 ~{F- F+ B} = (4- a6)z=-a+3= z:az_?—;i:
R
(a+])x+ay=3;;(a+1)x—a:3;;x=—:1:‘:.
Solucion x:i?’, y=-1 z= ~1

a+1 a+2’




Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminaday paBa en cuyo
4x+3y=3
caso el sistema resultaix+ 4y+5z=1 . Despreciando una ecuacién (tercera) y hacien
12x+ 8y—-5z=11

Ax+3y=3 —ax-3y=-3
doz=a: y y s y=-2 8 ;&= 3 3= 3+6+151=
4x+ 4y =1-5A 4x+ 4y =1-5/ —

=9+151 ;; x=2+124.
Xx=2+1)
Soluciéon: < y=-2-51 ,0AOR.
z=A
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29 Los puntos P(-2, 3, 2), Q(-1, 2, 4) y R(2, 5, 1) son vértices de un rectangulo. Enct
tra el cuarto vértice.

Los puntos P(-2, 3, 2), Q(-1, 2, 4) y R(2, 5, 1) determinan los vectores siguiente

PQ=Q-P=(- 12 ¥(- 2323=(1-12)
= PQ PR=( 1~ 12 (4 2-9=4-2-2=0.
PR=R-P=(25)-(- 23 23=(4 2 -1

Los vectoresPQ y Pk son perpendiculares, lo que significa que los puntos R y ¢
Nno son consecutivos; la representacion grafica de la situacion es la siguiente:

P R
Q S
De la observacion de la figura se deduce lo siguiente:
PR=(4, 2, -1) x+1=4
PR=QS = = y-2=2 =

Q% S Q=(x,y,2)-(-124=(x+1 y-2, z-4) z-4=-1

= ly=4t = 9(3 4, 3).
z=3
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3°) Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones y simplifica la expre
1-x cosx )"
resultante:f(x)=L,/[—— = :
(X) 1+x y g(x) [ X j

{(x)= L\/% =1 0-Liaen).

f'(x):l. -1 11 :1( 1 1 j: X+1-x+1 _ 2 _ 1
2 1-x 2 1+x 2{x-1 x+1) Ax+1)(x-1) Ax+1(x-1) x>-1

g(x)=(coxsxj2X = L[g(x) =2X- L(coxssz X -[L(cosx)— Lx].

olx) = 2-[ L(cos x)- Lx]+ &.(‘Czesr:(x_%j: 2.[ (cos 3- L)]Jr 2x-tag x—2 =

2X
= 2-(LCOSX+ X-tag x—1j = g'(x): 2_(cosxj -(LCOSX+ X-tag x—lj.
X X X
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4% Dada la funcidnf(x=(x- 3 e/ -cos[’—ST+’—27xj, demuestra que existe un valor

a0(1, 3) tal que f'(a)=0. Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

_ 4+/16-20
2

X —4x+5=0:; x= = XIR= X*-4x+5>0, OxOR.

De lo anterior se deduce que la funcién f(x) es continua y derivable en su dol
nio, que es R, por lo cual es continua en cualquier intervalo finito que se considere,
mo por ejemplo el intervalo [1, 3] y derivable en (1, 3), por lo que le es aplicable el t¢
rema del Valor Medio del célculo diferencial o teorema de Lagrange, que se pu
enunciar del modo siguiente:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [m, n] y derivable en (m, n), er
_ f(m)- £(n).,

tonces, existe al menos un pur#o(m n) que cumple:f'(a)
m-n

)= IO =209 )= e oo Z+37)-(- ) € cos[ 747 -

3-1 5 2

eﬁ 17 1T eJE 1T 1T
=—| cOS——+C0S— |=——| COS| 7T+— |+CcOoS— | =
2 10 10 2 10 10

eJE 1T 1 7T eﬁ 7T 1T 7T
=—| co9T -cOS— — senr-sen—+c0s— |=——| — 1.-cos—-0-sen—+cos— |=
2 10 10 10 2 10 10

2
—C0s——~+c0s— |=— -0=0= f(a)=0,c.q.].
10 10 2

e'? [ 77 77Tj e'?
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OPCION B

1°) Sabiendo que el determinante de la matriz A vale 1, halla el valor del determine

a b c 2g a a-d
de la matriz B, sienda=|d e f|yB=|2h b b-e].
g h k 2k ¢ c—f

Sabiendo que el determinante de una matriz es igual que el determinante d
a b c a dg
matriz traspuesta e&\|=|d e f|=/b e h|=1.
g h k c f Kk

29 a a-d| |2g a a| |2g a -d g ad ad g
|Bk:2h b b-el=|2h b b|+/2h b -e|=0-2-|h b e|=-2:-|b e h|=
2k ¢ c—f 2k ¢ c| |2k ¢ —f k ¢ f c f Kk

=-2-1=-2.
|B|=-2.

Ademas de la propiedad indicada anteriormente, se han utilizado las siguier
propiedades de los determinantes:

Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de un determina
por un numero, su valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

Si los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos su
dos, el valor del determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenid
considerar por separado cada sumando de esa linea, y el resto de las lineas iguale
del determinante inicial.

Si se rotan todas las lineas de un determinante, su valor no varia.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que corta perpendicularmente a las
2x-y+z-3=0

tass= y tE_X:E_

X+ 2y-z+1=0 3 -1 1

La expresion de s por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

2x-y+z-3=0 -y+z=3-24
= y = X=A = y = y=2-31;, z=y+3-21=
X+ 2y-z+1=0 - 2y-z=-1-1 —
X=A
=23+3-21=5-5A=72= s=1y=2-31.

z=5-54
Un punto y un vector director de cada una de las rectas son los siguientes:
Recta s: A(0, 2,5) w, =(1 -3 -5). Rectat: B(0,-3, 1) w, =(3 -1 1).
El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta t es el siguiente:
1.- Obtenemos un vector , perpendicular a, y v, :
i ]k
W=v, 0y =1 -3 -5/=-B-1§-k+ &-5-j=-8-16j+8k = w=(1, 2 -1).

3 -1 1

2.- Determinamos los planags y 7,, de la forma siguiente:

X y-2 z-5
7T1(A' v, W)E 1 -3 -5|= 0;;3% by + £z 3+ §z- 9+10x+(y-2)=0;;
1 2 -1

18- (- P &- b= 0;;1% dy+ 8+ -25=0 = 77 = 1%~ dy+ -17=0

X y+3 z-1
mlE v, w=ls -1 1= 0se(w 6z 3 (- d- 2 dy+9)=0;
1 2 -1

- x+ @y+ B+ (z- )= 0;;- x+ dy+ 12+ 72-7=0 = 711, = x- 4y— 72-5=0.

La representacion grafica de la situacion se refleja en el dibujo que se expre:
continuacion.



3.- La recta pedida r dada por dos ecuaciones implicitas es la que determinan los pl

. . 1X- 4y+ -17=0

7, y 17, en su Intersecciom:= .
X=4y-7z-5=0

La expresion de r dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

r (1&— dy+ 57 -17=0 % &=17—13/1} — dy+ T = 17—13/]}

= X =
X—4y-7z-5=0 - -4y-72=5-] 4y+7z=-5+A

= ¥ 12 12 ;2= 3A ;;4=-Z- BA=-FH A-5-A1=-12+81 ;; y=-3+24.
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3°) Dada la funcién f(x=e*>*, demuestra que existe un valer(1 2) tal que
f'(a)=-e. Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

f (X)z( 2 2() .el+2x—x2 — Zl_ X) . e1+2x—x2 ]

La funcion f'(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por lo cual
serd en cualquier intervalo finito que se considere, por ejemplo el intervalo (1, 2), po
gue le es aplicable el teorema del Valor Intermedio o propiedad de Darboux, que
puede enunciar del modo siguiente:

“Si f(x) es una funcidn continua en el intervadg Ip] y k es un valor comprendido
entre los valores f(m) y f(n), entonces existe algun veilds, b) tal que f(c) = k”.

f(')_: 2.(1_])_el+2—1=0
f (' ?: 2(1_ 3 _el+4—4:_2_e:_ze} = f (])> f (a)> f '(2) - 0>-e>-2e.

Lo anterior demuestra lo pedido
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4°) Dada la funcionf(x)=3+2x*-x*, halla los puntos de corte con el eje de abscisas
calcula el &rea de la regidn del plano encerrada entre esa curva y el eje de abscisas.

La representacion grafica de la funcidon es,
f(x) aproximadamente, la que indica la figura adjunta.

Los puntos de corte de la funcion con los ejes
de coordenadas son los siguientes:

Eje Y: x=0.

3
2% f(0=3= A0, 3).

-3
-2
Eje X: f(x)=0. 3+ 2¢-x¥=0;;x'-2*-3=0=> ¥=a=a’-2a-3=0;

q:—lz)(2:> XOR
Z&V4+12=Zi\/1_6:214:> Xlz_\/é - m
2 2 2 32:3:X2:>
X, =3 - C(\/?i O)

Por ser f(- x)= f(x), la funcién es simétrica con respecto al eje OY, por lo cual |
superficie pedida es la siguiente:

S= fo cdx= 2[(3+2><2 X )dx= 2{3x+2—; X_ST 3:2,!3\/§+4\Q_§f_(\/_§f]:

0

_z{arsﬂ'g@_?fj:z@-(3+z_gj:a@(5-_j 2(3.10-323 ¢ g
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