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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

ax+y—z=2

1°) Estudia el sistema de ecuaciofi@ax + (a? + 1)y + (a — 1)z = a + 5 depen-
ax+a’y+(a—2)z=a+5

diente del parametroy resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliadas delmst&on las siguientes:

a 1 -1 a 1 -1 2
M=<2a a? +1 a—1>yM’=<2a a’+1 a-—1 a+5>.
a a? a—2 a a? a—2 a+5

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a 1 -1
IM|=12a a?+1 a—-1|l=a(@*+1)(@—-2)—-2a3+a(a—1) +
a a? a—2

+a(a?+1)—a3(a—1) —2a(a—2) = 0;
a(@®—-2a*+a-2)—-2a3+a’*>—-a+a®+a—a*+ad—-2a%+4a =0;

a*—-2a3+a?*—-2a—a*—a*+4a=0; —2a®3+2a=0; —2a(@a*-1)=0>

= a1=0,a2 =—1,a3 = 1.
a+—1
Para{a#0 = RanM = Ran M' = 3 = n%incdg.= S.C.D.
a++1
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O 1 -1 2 1 -1 2
Paraa =0 esM’ = (0 1 -1 5) = {C;,C3,C) = -1 5|=
0O 0 -2 5 0 -2 5
=—-5-44+10+5=15-9=6+ 0= RangM' = 3.
1 1 -1 2 1 -1 2
Paraa=1=>M’=<2 2 0 6)=>{C2,63,C4}=> 2 0 6=
1 1 -1 6 1 -1 6

=—4-6+6+12=8+#0= Rang M’ =

Para {Z i (1)} = Ran M = 2; Ran M' = 3 = Sistema incompatible.
-1 1 -1 2
Paraa=-1=>M=|-2 2 =2 4]|={C,—C3=C(C,}=> RangM’' = 2.
-1 1 -3 4

Paraa=—1= RanM = Ran M’ = 2 <n%incég.= S.C.I.

Resolvemos en el caso de compatible determinado:

a 1 -1 2

F F, — 2F

<2a a’+1 a-1 a+5>=>{1§:£._F1}=>
a a? a—2 a+5 3 30

a 1 2
=><0 a’—1 a+1 a+1>=>{F3—>F3—F2}=>
0 a°?—1 a—-1 a+3

a 1 2 a 1 -1 2
=><0 a’?—1 a+1 at+1]|=>z= —1=><0 a—1 1 1)=>

0 0 2 0 0 -2 2

2 2 2 a-1-2
:(a—l)y—l-l:y-;, ax+-—+1=2, ax=1-—=—-—=
_a3_ a3
T a-1 X = a(a-1)’
Lo __a-3 _ i _
Solucion: x = Y= 2= 1
—x+y—z=2
Paraa = -1 el sistema resul{a—Zx + 2y — 2z = 4, que es compatible indeter-
—x+y—3z=4

minado y cuyas dos primeras ecuaciones son equatealeConsiderando las ecuacio-
nes primera y tercera:



—x+y—z:2} x—y+z:—2}

—x+y—3z=4) —x+y—3z=4 = —2z=2z=-1

Haciendox =A4: —1+y+1=2=>y=1+ 4.

Solucionix =A,y=1+1,z=—-1,VAER.
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2°) Halla los dos puntos de la recta "3;2 =L = ? que estan a distancidl7 del

-2
punto P (1, -1, 4).

La ecuacion de la esfera de centro P(1, -1, 4§lpw/ 17 es la siguiente:

x—1)2+ @+ D2+ (@z—-4)?2 = (VI7);
x2—=2x+1+y*+2y+1+2z2—-8z+16 =17,

x2+y2+2z2-2x+2y—8z+1=0.

x=2+4+31
La expresion de r dada por unas ecuaciones parease¢sr =y = —24
z=34+A

Los puntos de corte de la esfera y la recta sositpuientes:

x2+y?+2z2-2x+2y—8z+1=0

x =2+ 31 N
r=qy=-21
z=34+41

(2+30)%2+ (=202 + B+ 21)?-22+31)+2(-210) -8B+ +1=0;
44122 4+922 4+ 422 +94+61+12 -4 —-61—-41-24—-81+1=0;

14‘12—14‘=0, )I,Z—l:Oi}.l:—l,AZ:l.

x=24+31
r=4y =-21 = Los puntos pedidos sof;(—1,2,2) y P,(5,—2,4).
z=3+4+A1

Otra forma de hacer este ejercicio es la siguiente
Un punto genérico de r d2 + 34, —21,3 + 1).

AP =[P —-A]l=[(1,-1,4) — (2434, -243+ )] =(-1-31,—-1+21,1— Q).

|[AP| =V17 = J(-1 =312+ (-1 +2)2+ (1 - )2 =17 =
(=1 =302+ (-14+21)*+ (1 - 1?2 =17;

14+614+9224+1—4A1+424+1-214+ 21> =17; 1412 =14; }* =1 =



x=2+31
=>r =4y =-241 = Los puntos pedidos soR;(—1,2,2) y P,(5,—2,4).
z=3+1
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3°) Dada la funciorf (x) = x - (V2x2 + 3x + Z)COST, demuestra que existe un valor

ae(0,2) tal quef'(a) = %. Menciona el resultado tedrico empleado y justiBa uso.

2x2 +3x+2=0; x=_2EV9716 V:_16=>x$R = 2x2+3x+2>0,Vx €R.

La funcidn f(x) es continua y derivable en su damique es R, por cual le es
aplicable el teorema del valor medio o de Lagragge,dice que: “Si una funcién es

continua efjm, n] y derivable erfm, n), entonces existe al menos un vala (m, n)
que cumple lo siguientg” (q) = L2/

m-—-n
Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion éfxkl intervalo (0, 2):

f(0)=0-(\/§)coso=0.
f(2)=2-(\/8+6+2)C°”=2-4—1=§.

1
/ f(2)—-1(0) 50
flla) =12TO 0

1
2-0 2 4

Lo anterior demuestra que 3a € (0,2) tal que f'(a) = 7

1
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4°) Dadas las funciong¥x) = cos %x y g(x) = 1 — x, encuentra los tres puntos en
gue se cortan. Calcula el area de la region dabpdacerrada entre ambas curvas.

Las abscisas de los tres puntos de corte derlamhes dadas son las soluciones
reales de la ecuacion que resulta de la igualat@&@us expresiones:

fx)=gkx) = cos%le—x = x1=0,x, =1,x3 = 2.

La representacion grafica de la situacion es amadamente, la indicada en la
figura, de la cual se deduce el area a calcularegua siguiente:

S = [ If ) - g0l - dx +

+2lg(x) — f@)] - dx =

=[Fosen Z-x+Z] +[x-T-Zosen ] =
=(2-senZ—-1+3)—(2-sen0)+(2-2-2-senm) = (1-3-2-sen ) =
Aclaracion:

2 2 2 2
fcos— dx:{nx:t—>dx=—-dt}=>fcost-—-dt=—-sent:—-sen —.
2 T T T T

kkkkkkkkkk



OPCION B

1 O

1°) Dadas las matrices= (_ 11

A- X=B.

(2 1 0 :
) yB = (0 1 2), halla la matriz X que cumple

A-X=B; AV-A-X=A1B; 1-X=A1B=>X=4"1-B. (%

La matriz inversa de A es la siguiente:

)=>{F2—>F2+F1}=>((1) (1)1 (1)):)‘4_1:(1 (1))

1 01 O

(A”)z(—1 110 1

Sustituyendo la matriz obtenida en (*):

wearn=( 931 9-C 3 Y
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2°) Encuentra la ecuacién continua de la recteergasa por el punto P (-1, 1, 2) y

_(x=y—z+2=0 _ x4 _y _z-4
corta a las rectag = xty—z41=0Y2= T =5=T"

La expresion de, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

rlE{x—y—z+2=0 ENSPRNN x—y=-2+2

2x+y—2z+1=0 2x+y=—1+/1}:>3x=_3+2/1;

x=-1+24 y=x+2-1=-1+21+2-1=1-31=y.

x=-1+:21

: -1,1,0
rn ={y=1-21 .Un puntoy un vector director m‘pson:{g( ) :
A 3 Ul = (2,_1, 3)
7 =

Los puntos P y Q determinan el vector:
PO =[0—-P]=[(-1,1,0) — (-=1,1,2)] = (0,0, -2).

El planor; que contiene a la rectay al punto P tiene la siguiente expresion
general:

. x+1 y—1 z-2
nl(P; v_l),PQ) =| 2 -1 3 |=0;2x+1)+4(y—1)=0;
0 0 —2
x+D)+2y-1)=0; x+14+2y—2=0 = m;=x+2y—1=0.
Un punto y un vector director ag son: R(4,0,4) yv, = (1,—2,1)
Los puntos P y R determinan el vector:

PR=[R—-P]=[(40,4)—(-1,1,2)] = (5,—1,2).

El planomr, que contiene a la recta y al punto P tiene la siguiente expresion
general:

. x+1 y—1 z-2
m,(P; v3,PR) = | 1 —2 1 |=0;
5 ~1 2
—4x+1D+5(0-1)—-(z-2)+10z—2)+ (x+ 1) —2(y — 1) = 0;

Bx+1D)+3(y—-1)+9(=z-2)=0;, x+1)—-(y—1)—3(z—-2)=0;



x+1-y+1-324+46=0 = m,=x—y—3z+8=0.

La recta r pedida es la interseccion de los plangsrm,:

{x+2y—1=0
x—y—3z+8=0
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I Lo NIFx—/1—x x+1\ ¥ 1
39) Calcula los siguientes limiteim —————. (—)
x—0 sen x x—+oco \x+3
Vitx—1-x N %1
. NT+x—1- 1-1_ 0 . : W
lim = = =- = Indet.= {L'Hopital} = lim2=X 212 —
x—0 senx 0 0 x—0 cos x
t 1 ESNEY
=l-lim'1+x "1_)‘::1.\/I ﬁ:l i 1
2 x-0 cosx 2 1 2 1 —
. +1\* 1 +3-2\**1
lim (x—) = 1° = Indet.tipon2e = lim (x ) =
x—+oco \x+3 xX—+0co x+3
x+3 -2
. , x+1 . L x+1 . L (x+1)-— 2 %13
= lim (1+—) = lim (1+4++= = lim (14 =
x—+00 x+3 x—+00 — x—+00 —
x+3 (x+1)m x+3 %
—2 -2
: 1 . 1 _ 1
= lim 1+ =| lim |1+ & =—e?=—,
X—>+00 - X—+oo Y e_z
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x2—=2x+2 si x<?2

_ 6 —2x St x > 2
tinua en R. Encuentra sus extremos relativos ylatosoen el intervalo [-1, 3].

4°) Comprueba que la funcidiix) = { esta definida y es con-

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para2x euya continuidad es dudosa.

Para que una funcidn sea continua en un punteasario que sus limites late-
rales en ese punto sean iguales e iguales aldeliar funcién en ese punto.

lim f(x) =lim(x? —2x +2) =2 =1(2)
lim. F) = Hm(6 — 2x) = 6 — 4 = 2 }: lim f(x) = f(2) = lim, fCx).
x—27F x—2

Queda comprobado que la funcion esta definida y es continua en R.

Considerando la funciém(x) = x% — 2x + 2, conx € (—x, 2], que es convexa
(U) en su dominio, tiene su maximo absoluto en elisije punto:

AY
gx)=2x—2 = g'(x)=0 = 2x—2=0; A_ 5

x=1=g1)=12-2-1+2=1 = V(1,1). \

—

Teniendo en cuanta qi¢3) =6—-2-3=0 =
= P(3,0); quef(2) = 2 = Q(2,2). También son puntos
de la funciorA(—1,5) y B(0, 2).

P
3

--Rj--

Con los datos anteriores podemos deducir que laré  |O
presentacion grafica de la funcion es la indicadel gra-
fico adjunto, de donde se deducen los extremosipgdgue son los siguientes:

Maximo absoluto: A(—1,5). Minimo absoluto: P(3,0).

Minimo relativo:V (1, 1). Maximo relativo: Q(2, 2).
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