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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Estudia el sistema de ecuaciones ��� + � − � = 2                                          2�� + ��� + 1�� + �� − 1�� = � + 5�� + ��� + �� − 2�� = � + 5               depen-

diente del parámetro ɑ y resuélvelo en los casos en que sea compatible. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = � � 1 −12� �� + 1 � − 1� �� � − 2� y �� = � � 1 −12� �� + 1 � − 1� �� � − 2    2� + 5� + 5�. 

 
 El rango de M en función del parámetro ɑ es el siguiente: 
 |�| = � � 1 −12� �� + 1 � − 1� �� � − 2� = ���� + 1��� − 2� − 2�� + ��� − 1� + 

 +���� + 1� − ���� − 1� − 2��� − 2� = 0;  
 ���� − 2�� + � − 2� − 2�� + �� − � + �� + � − �� + �� − 2�� + 4� = 0; 
 �� − 2�� + �� − 2� − �� − �� + 4� = 0;  −2�� + 2� = 0; −2���� − 1� = 0 ⇒ 
 ⇒  �� = �, � = −�, �! = �. 
 

"�#� $� ≠ −1� ≠ 0� ≠ +1& ⇒ '�( � = '�( �� = 3 = (º +(,ó.. ⇒ 0. 1. 2.  



   

 Para ɑ = 0 es �� = �0 1 −10 1 −10 0 −2    255� ⇒  31�, 1�, 1�4  ⇒  �1 −1 21 −1 50 −2 5� = 

 = −5 − 4 + 10 + 5 = 15 − 9 = 6 ≠ 0 ⇒ 7�89 :� = !. 
 

"�#� � = 1 ⇒ �� = �1 1 −12 2 01 1 −1    266� ⇒ 31�, 1�, 1�4 ⇒ �1 −1 22 0 61 −1 6� =  

 = −4 − 6 + 6 + 12 = 8 ≠ 0 ⇒ 7�89 :� = !. 
 "�#� <� = 0� = 1= ⇒ '�( � = 2;  '�( �� = 3 ⇒ 0+>?@A� +(,BAC�?+DE@. 

 

       "�#� � = −1 ⇒ �� = �−1 1 −1−2 2 −2−1 1 −3    244� ⇒ 31� − 1� = 1�4 ⇒ 7�89 :� =  . 

 "�#� � = −1 ⇒ '�( � = '�( �� = 2 < (º +(,ó.. ⇒ 0. 1. G. 
 
 Resolvemos en el caso de compatible determinado: 
 

� � 1 −12� �� + 1 � − 1� �� � − 2    2� + 5� + 5� ⇒ HI� → I� − 2IKI� → I� − IK L ⇒  

 

⇒ �� 1 −10 �� − 1 � + 10 �� − 1 � − 1    2� + 1� + 3� ⇒ 3I� → I� − I�4 ⇒  
 
⇒ �� 1 −10 �� − 1 � + 10 0 −2     2� + 12 � ⇒ M = −� ⇒ �� 1 −10 � − 1 10 0 −2    212� ⇒  
 ⇒ �� − 1�� − 1 = 1 ⇒ N =  �O� ;   �� + �POK + 1 = 2;   �� = 1 − �POK = POKO�POK =   = PO�POK ⇒ Q = �O!���O��.  0BER,+ó(: � = PO�PTOP , � = �POK , � = −1. 

 

Para ɑ = -1 el sistema resulta $−� + � − � = 2        −2� + 2� − 2� = 4−� + � − 3� = 4     , que es compatible indeter-

minado y cuyas dos primeras ecuaciones son equivalentes. Considerando las ecuacio-
nes primera y tercera: 



   

  −� + � − � = 2−� + � − 3� = 4L    � − � + � = −2−� + � − 3� = 4L ⇒ −2� = 2; M = −�. 

 
Haciendo Q = U: −V + � + 1 = 2 ⇒ N = � + U. 
 0BER,+ó(: � = V, � = 1 + V, � = −1, ∀V ∈ '. 

 
********** 

  



   

2º) Halla los dos puntos de la recta # ≡ ZO�� = [O� = \O�K  que están a distancia √17 del 

punto P (1, -1, 4). 
---------- 

 
 La ecuación de la esfera de centro P(1, -1, 4) y radio √17 es la siguiente: 
 

 �� − 1�� + �� + 1�� + �� − 4�� = _√17`�; 
 �� − 2� + 1 + �� + 2� + 1 + �� − 8� + 16 = 17;  
 �� + �� + �� − 2� + 2� − 8� + 1 = 0. 

 La expresión de r dada por unas ecuaciones paramétricas es: # ≡ $� = 2 + 3V� = −2V    � = 3 + V  . 
 
 Los puntos de corte de la esfera y la recta son los siguientes: �� + �� + �� − 2� + 2� − 8� + 1 = 0
# ≡ $� = 2 + 3V� = −2V    � = 3 + V                                           a  ⇒  

 �2 + 3V�� + �−2V�� + �3 + V�� − 2�2 + 3V� + 2�−2V� − 8�3 + V� + 1 = 0;  
 4 + 12V + 9V� + 4V� + 9 + 6V + V� − 4 − 6V − 4V − 24 − 8V + 1 = 0;  
 14V� − 14 = 0;  V� − 1 = 0 ⇒  U� = −�, U = �. 
 

 # ≡ $� = 2 + 3V� = −2V    � = 3 + V   ⇒ Los puntos pedidos son: "K�−1, 2, 2� � "��5, −2, 4�. 

 
 
 Otra forma de hacer este ejercicio es la siguiente: 
 
 Un punto genérico de r es b�2 + 3V, −2V, 3 + V�. 
 b"cccccd = e" − bf = e�1, −1, 4� − �2 + 3V, −2V, 3 + V�f = �−1 − 3V, −1 + 2V, 1 − V�. 
 

 gb"cccccdg = √17  ⇒  h�−1 − 3V�� + �−1 + 2V�� + �1 − V�� = √17  ⇒ 
 �−1 − 3V�� + �−1 + 2V�� + �1 − V�� = 17;  
 1 + 6V + 9V� + 1 − 4V + 4V� + 1 − 2V + V� = 17;   14V� = 14;  V� = 1 ⇒   



   

 ⇒ # ≡ $� = 2 + 3V� = −2V    � = 3 + V   ⇒ Los puntos pedidos son: "K�−1, 2, 2� � "��5, −2, 4�. 

 
********** 

 
 
  



   

3º) Dada la función i��� = � · _√2�� + 3� + 2`klm noT , demuestra que existe un valor pq�0, 2� tal que i���� = K�. Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 

 
---------- 

 

 2�� + 3� + 2 = 0;   � = O�±√sOKt� ⇒ � ∉ ' ⇒  2�� + 3� + 2 > 0, ∀� ∈ '. 

 
 La función f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por cual le es 
aplicable el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una función es 
continua en eA, (f y derivable en �A, (�, entonces existe al menos un valor � ∈ �A, (� 

que cumple lo siguiente: i���� = w�x�Ow�y�xOy ” 

 
 Aplicando el teorema de Lagrange a la función f(x) en el intervalo (0, 2): 
 

 i�0� = 0 · _√2`klm z = 0.  
 i�2� = 2 · _√8 + 6 + 2`klm { = 2 · 4OK = K�. 

 i���� = w���Ow�z��Oz = |TOz� = K�. 

 }B �(?@#+B# ~@AR@>?#� �R@ ∃� ∈ �0, 2� ?�E �R@ i���� = K�. 

 
********** 
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Y .��� = 1 − � i��� = ,B> ��2  

4º) Dadas las funciones i��� = ,B> {Z�  y .��� = 1 − �, encuentra los tres puntos en 

que se cortan. Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas curvas. 
 

---------- 
 
 Las abscisas de los tres puntos de corte de las funciones dadas son las soluciones 
reales de la ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 
 i��� = .���  ⇒  ,B> {Z� = 1 − � ⇒  Q� = �, Q = �, Q! =  . 

 
 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la indicada en la 
figura, de la cual se deduce el área a calcular, que es la siguiente: 
 

 0 = � ei��� − .���fKz · ~� + 
 + � e.��� − i���f�K · ~� =  
 = � �,B> {Z� − �1 − ���Kz · ~� + � �1 − � − ,B> {Z� ��K · ~� =  

  = ��{ · >@( {Z� − � + ZT� �z
K + �� − ZT� − �{ · >@( {Z� �K

� =  

 = ��{ · >@( {� − 1 + K�� − ��{ · >@( 0� + �2 − 2 − �{ · >@( �� − �1 − K� − �{ · >@( {�� =  

 = �{ − K� − 0 − 0 − K� + �{ = �{ − 1 = �O{{ ≅ 0,27 R�. 

 
Aclaración: 
 � cos {Z� · ~� ⇒ <{Z� = ? → ~� = �{ · ~?= ⇒ � cos ? · �{ · ~? = �{ · >@( ? = �{ · >@( {Z� . 

 
********** 

  



   

OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices b = � 1 0−1 1� y � = �2 1 00 1 2�, halla la matriz X que cumple 

A · X = B. 
---------- 

 
 b · � = �;  bOK · b · � = bOK · �;   G · � = bOK · � ⇒  � = bOK · �.       (*) 
 
 La matriz inversa de A es la siguiente: 
 

         �b|G� = � 1 0−1 1�1 00 1� ⇒ 3I� → I� + IK4 ⇒ �1 00 1�1 01 1� ⇒ �O� = �� �� ��. 

 
 Sustituyendo la matriz obtenida en (*): 
  

 � = bOK · � = �1 01 1� · �2 1 00 1 2� = �2 1 02 2 2�. 

 
********** 

  



   

2º) Encuentra la ecuación continua de la recta r que pasa por el punto P (-1, 1, 2) y 

corta a las rectas #K ≡ H� − � − � + 2 = 0  2� + � − � + 1 = 0 y #� ≡ ZO�K = [O� = \O�K . 

 
---------- 

 
 La expresión de #K por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 #K ≡ H� − � − � + 2 = 0  2� + � − � + 1 = 0  ⇒ M = U ⇒    � − � = −2 + V2� + � = −1 + VL ⇒ 3� = −3 + 2V;  
 Q = −� +  !U;   � = � + 2 − V = −1 + T�V + 2 − V = � − �!U = N. 
 

 #K ≡ �� = −1 + T�V� = 1 − |�V   � = V             . Un punto y un vector director de #K son: H��−1, 1, 0�       �Kccccd = �2, −1, 3�. 

 
 Los puntos P y Q determinan el vector: 
 
 "�cccccd = e� − "f = e�−1, 1, 0� − �−1, 1, 2�f = �0, 0, −2�. 
 
 El plano �K que contiene a la recta #K y al punto P tiene la siguiente expresión 
general: 
 

 �K_"; �Kccccd, "�cccccd` ≡ �� + 1 � − 1 � − 22 −1 30 0 −2 � = 0;   2�� + 1� + 4�� − 1� = 0;  
 �� + 1� + 2�� − 1� = 0;   � + 1 + 2� − 2 = 0  ⇒   �� ≡ Q +  N − � = �. 
 
 Un punto y un vector director de #� son:  '�4, 0, 4� � ��ccccd = �1, −2, 1� 
 
 Los puntos P y R determinan el vector: 
 
 "'cccccd = e' − "f = e�4, 0, 4� − �−1, 1, 2�f = �5, −1, 2�. 
 
 El plano �� que contiene a la recta #� y al punto P tiene la siguiente expresión 
general: 
 

 ��_"; ��ccccd, "'cccccd` ≡ �� + 1 � − 1 � − 21 −2 15 −1 2 � = 0; 
 −4�� + 1� + 5�� − 1� − �� − 2� + 10�� − 2� + �� + 1� − 2�� − 1� = 0;  
 −3�� + 1� + 3�� − 1� + 9�� − 2� = 0;  �� + 1� − �� − 1� − 3�� − 2� = 0;   



   

� + 1 − � + 1 − 3� + 6 = 0  ⇒   � ≡ Q − N − !M + � = �. 
 
 La recta r pedida es la intersección de los planos �K � ��: 
 # ≡ H� + 2� − 1 = 0       � − � − 3� + 8 = 0. 

 
 **********  

  



   

3º) Calcula los siguientes límites:  limZ→z √K�ZO√KOZ��y Z .  limZ→�� �Z�KZ���Z�K
. 

 
---------- 

 limZ→z √K�ZO√KOZ��y Z = KOKz = zz  ⇒  G(~@?. ⇒  3}′�BC+?�E4  ⇒  limZ→z
|T√|�oO �|T√|�o� � Z = 

  = K� · limZ→z
|√|�o� |√|�o� � Z = K� · |√|� |√|K = K� · K�KK =  1 .  

 
 limZ→�� �Z�KZ���Z�K = 1� ⇒ G(~@?. ?+CB (º @ ⇒ limZ→�� �Z��O�Z�� �Z�K =   

 

= limZ→�� �1 + O�Z���Z�K = limZ→�� ¡1 + Ko���T ¢Z�K = limZ→�� ¡1 + Ko���T ¢�Z�K�·o���T · �To�� =  

 

= limZ→�� £¡1 + Ko���T ¢o���T ¤�Z�K�· �To�� = £ limZ→�� ¡1 + Ko���T ¢o���T ¤
�To�¥o�� = @O� = K�T.  

 
********** 

 
  



   

4º) Comprueba que la función i��� = H�� − 2� + 2  >+  � ≤ 2   6 − 2�         >+  � > 2  está definida y es con-

tinua en R. Encuentra sus extremos relativos y absolutos en el intervalo [-1, 3]. 
 

---------- 
 
 La función f(x) es continua en R, excepto para x = 2, cuya continuidad es dudosa. 
 
 Para que una función sea continua en un punto es necesario que sus límites late-
rales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

        
limZ→�� i��� = limZ→���� − 2� + 2� = 2 = f�2�limZ→�� i��� = limZ→��6 − 2x� = 6 − 4 = 2        & ⇒ limZ→�� i��� = i�2� = limZ→�� i���. 

 �R@~� ,BAC#BD�~B �R@ E� iR(,+ó( @>?á ~@i+(+~� � @> ,B(?+(R� @( '. 

 
 Considerando la función .��� = �� − 2� + 2, con � ∈ �−∞, 2f, que es convexa �∪� en su dominio, tiene su máximo absoluto en el siguiente punto: 
 
 .���� = 2� − 2 ⇒  .���� = 0 ⇒ 2� − 2 = 0; 
 � = 1 ⇒  .�1� = 1� − 2 · 1 + 2 = 1  ⇒   ¬��, ��. 

 
 Teniendo en cuanta que i�3� = 6 − 2 · 3 = 0 ⇒  ⇒ "�3, 0�; que i�2� = 2 ⇒ ��2, 2�. También son puntos 
de la función b�−1, 5� y ��0, 2�. 
 
 Con los datos anteriores podemos deducir que la re-
presentación gráfica de la función es la indicada en el grá-
fico adjunto, de donde se deducen los extremos pedidos, que son los siguientes: 
 �á�+AB �D>BER?B: b�−1, 5�. �í(+AB �D>BER?B: "�3, 0�. 

 �í(+AB #@E�?+�B: ®�1, 1�. �á�+AB #@E�?+�B: ��2, 2�. 

 
********** 
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