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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Estudia el sistema de ecuaciones ��� − � = 0                                                     −2�� + ��� + �� = −2�                          −�� + �� − 1�� + � + 1�� = −� − 2 

dependiente del parámetro ɑ y resuélvelo en los casos en que sea compatible. 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = � � −1 0−2� �� �−� �� − 1 � + 1� y �� = � � −1 0−2� �� �−� �� − 1 � + 1    0−2�−� − 2�. 

 
 El rango de M en función del parámetro ɑ es el siguiente: 
 

|�| = � � −1 0−2� �� �−� �� − 1 � + 1� = ��� + 1� + �� − ���� − 1� − 2�� + 1� = 0;  
 = �� + �� + �� − �� + �� − 2�� − 2� = �� − 2� = ��� − 2� = 0 ⇒  �� = �,  
 �� = −√�, � = √�. 
 

!�"� �� ≠ −√2� ≠ 0� ≠ +√2$ ⇒ %�& � = %�& �� = 3 = &º )&*ó,. ⇒ .. /. 0.  
 

 Para ɑ = 0 es �� = �0 −1 00 0 00 −1 1    00−2� ⇒ 1�23 4� = �. 
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!�"� � = 0 ⇒ %�& � = %�& �� = 2 < &º )&*ó,. ⇒ .. /. 6. 
 

!�"� � = −√2 ⇒ �� = 7−√2 −1 02√2 2 −√2√2 1 −√2 + 1    02√2√2 − 28 ⇒ 9/:, /�, /�; ⇒  

 

⇒ <−√2 −1 02√2 2 2√2√2 1 √2 − 2< = √2 · �−1 −1 02 2 2√21 1 √2 − 2� =  

 = √2 · >−2√2 + 4 − 2√2 + 2√2 − 2√2 + 4@ ≠ 0 ⇒ 1�23 4� =  . 
 

!�"� � = √2 ⇒ �� = 7 √2 −1 0−2√2 2 √2−√2 1 √2 + 1    0−2√2−√2 − 28 ⇒ 9/�, /�, /�; ⇒  

 

⇒ �−1 0 02 √2 −2√21 √2 + 1 −√2 − 2� = − A √2 −2√2√2 + 1 −√2 − 2A = √2 A 1 2√2 + 1 √2 + 2A =  

 = √2 · >√2 + 2 − 2√2 − 2@ ≠ 0 ⇒ 1�23 4� =  . 
 !�"� � = −√2 � � = √2 ⇒ %�& � = 2; %�& �� = 3 ⇒ 6&*BCD�E)FGH. 
 
 
 Resolvemos en el caso de compatible determinado: 
 

 

�� − � = 0                                                     −2�� + ��� + �� = −2�                          −�� + �� − 1�� + � + 1�� = −� − 2$ ⇒ 

 �� − � = 0                                                     −2� + �� + � = −2                                     −�� + �� − 1�� + � + 1�� = −� − 2$ → � = ��⇒ 
 −2� + ��� + � = −2                                    −�� + ��� − 1�� + � + 1�� = −� − 2J    �� − 2�� + � = −2                         ��� − 2�� + � + 1�� = −� − 2J   −��� − 2�� − �� = 2�                ��� − 2�� + � + 1�� = −� − 2J ⇒ −�� + � + 1�� = � − 2 ⇒ K = � − �.  �� − 2�� + � − 2 = −2 ⇒ L = ��M��. N = ��

�M��.  
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.BGO*)ó&: � = Q�MQR , � = QR
�MQR , � = � − 2. 

 

Para ɑ = 0 es �� = �0 −1 00 0 00 −1 1    00−2�. 

 .BGO*)ó&: � = S, � = 0, � = −2, ∀S ∈ %. 
 

********** 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta s que pasa por el punto P (1, -2, 3) y 

corta perpendicularmente a la recta " ≡ W� + � + � − 4 = 0    3� + � − 3� − 2 = 0. 

 
---------- 

 
 Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son 
los siguientes: &:XXXXY = 1, 1, 1� y : &�XXXXY = 3, 1, −3�. 
 

Z[�XXXY = &:XXXXY ∧ &�XXXXY = �) ] ^1 1 13 1 −3� = −3) + 3] + ^ − 3^ − ) + 3] =  

 = −4) + 6] − 2^ ⇒  `aXXXXY = �, − , ��. 
 
El haz de planos perpendiculares a r es b ≡ 2� − 3� + � + 0 = 0.  
 
El plano c ∈ b que contiene al punto P (1, -2, 3) es el que satisface su ecuación: 

 b ≡ 2� − 3� + � + 0 = 0!1, −2, 3�                            J ⇒ 2 · 1 − 3 · −2� + 3 + 0 = 0; 2 + 6 + 3 + 0 = 0 ⇒ 

 ⇒ 11 + 0 = 0 → 0 = −11  ⇒   d ≡ �L −  N + K − �� = �. 
 
 El punto de intersección de la recta r y el plano π es la solución del sistema que 
forman: 
 " ≡ W� + � + � − 4 = 0    3� + � − 3� − 2 = 0c ≡ 2� − 3� + � − 11 = 0f         � + � + � = 4  3� + � − 3� = 22� − 3� + � = 11f  ⇒ Wg� → g� − 3g:g� → g� − 2g:J ⇒  

 ⇒   −2� − 6� = −10        −5� − � = 3J           � + 3� = 5−15� − 3� = 9J ⇒ −14� = 14;   N = −�. 

 −1 + 3� = 5;   3� = 6;   K = �. � − 1 + 2 = 4;   L =  . 
 
 El punto de corte es Q (3, -1, 2). 
 
 La recta pedida s es la que pasa por P y Q. 
 

 !jXXXXXY = kj − !l = k3, −1, 2� − 1, −2, 3�l = 2, 1, −1�. 

 La expresión de s dada por unas ecuaciones paramétricas es: m ≡ n� = 1 + 2S   � = −2 + S� = 3 − S     . 
********** 
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3º) Halla las asíntotas de la función o�� = �pRM:pM� . 

 
---------- 

 
 Verticales: Son de la forma x = k; son los valores que anulan el denominador. 
 qmí&EBE� ZH"E)*�G: � = 2. 
 
 Horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la función 
cuando x tiende a ± ∞: 
 

 ^ = limp→x o�� = limp→x �pRM:pM� = ∞. 

 yB E)H&H �mí&EBE�m ℎB")�B&E�GHm. 
 
 Asíntotas oblicuas: Son de la forma � = C� + &, siendo: 
 

 C = limp→x {p�p  � & = limp→xko�� − C�l. 
 

 C = limp→x {p�p = limp→x
R|R}~|}Rp = limp→x �pRM:pRM�p = 2. 

 

 & = limp→xko�� − C�l = limp→x ��pRM:pM� − 2�� = limp→x �pRM:M�pR��ppM� = 4. 

 qmí&EBE� BFG)*O�: � = 2� + 4. 

 
********** 
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4º) Dadas las funciones o�� = mH& �p� · cos �p�  y ,�� = 4 − 4��, encuentra los dos 

puntos en que se cortan. Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas 
curvas. 

---------- 
 
 La función o�� = mH& �p� · cos �p�  puede expresarse de forma más sencilla de la 

forma: o�� = :� · mH& c��. 
 
 Las abscisas de los puntos de corte de las funciones son las soluciones reales de 
la ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 

 o�� = ,�� ⇒ :� · senc�� = 4 − 4��;   senc�� = 8 − 8��. 

 
 Las únicas raíces reales de la ecuación obtenida son L� = −� N L� = �. 
 
 Los puntos de corte son !−1, 0� y j1, 0�. 

 
 La representación gráfica de la situación es, 
aproximadamente, la indicada en la figura adjunta. 
 
 En el intervalo correspondiente a la superficie a 
calcular, −1, 1�, todas las ordenadas de la parábola son 
mayores que las correspondientes ordenadas de la función seno, por lo cual, la 
superficie S a calcular es la siguiente: 
 

 . = � ko�� − ,��l · ��:M: = � �4 − 4��� − :� · mH& c��� · ��:M: = 

 = �4� − �p�
� + :�� · cosc���M:

: = �4 − �� + :�� · cos c� − �−4 + �� + :�� · cos−c�� =  

 = 4 − �� − :�� + 4 − �� + :�� = 8 − �� = :��  O�. 

 
Aclaración: 

� mH& c�� · �� ⇒ � c� = E�� = ��� � ⇒ � mH& E · ��� = − :� · cos E = − :� · cosc��. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Encuentra los valores de t ɛ R para los que el determinante de la matriz A · B vale 

0, siendo q = �2 −1 30 E 20 1 + E 3� y � = �2 + E −1 01 E 04 7 E�. 

 
---------- 

 

|q · �| = |q| · |�| = �2 −1 30 E 20 1 + E 3� · �2 + E −1 01 E 04 7 E� =  

 = 2 · � E 21 + E 3� · E · �2 + E −11 E � = 2E · k3E − 2 · 1 + E�l · 2E + E� + 1� =  

 

= 2E · 3E − 2 − 2E� · E + 1�� = 2E · E − 2� · E + 1�� = 0 ⇒ n E: = 0E� = 2E� = −1. 

 |q · �| = 0 D�"� E = 0, E = 2 � E = −1. 

 
********** 
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2º) Dados los puntos P (1, 2, -1), Q (2, -1, 1) y R (3, 1, 2), encuentra todos los posibles 
puntos S tales que P, Q, R y S son los vértices de un paralelogramo. 
 

---------- 
 

Los casos posibles son los siguientes:   !%XXXXXY = j.:XXXXXXXY  ⇒    
 
 !%XXXXXY = k% − !l = k3, 1, 2� − 1, 2, −1�l = 2, −1, 3�. 
 
 j.:XXXXXXXY = k.: − jl = k�, �, �� − 2, −1, 1�l = � − 2, � + 1, � − 1�. 
 

 
� − 2 = 2 → � = 4      � + 1 = −1 → � = −2� − 1 = 3 → � = 4       f   ⇒   .:4, −2, 4�. 

 
 
 j%XXXXXY = %.�XXXXXXXY   ⇒   
 
 
 
 j%XXXXXY = k% − jl = k3, 1, 2� − 2, −1, 1�l = 1, 2, 1�.  
 
 !.�XXXXXXXY = k.� − !l = k�, �, �� − 1, 2, −1�l = � − 1, � − 2, � + 1�. 
 

 
� − 1 = 1 → � = 2� − 2 = 2 → � = 4� + 1 = 1 → � = 0f   ⇒   .�2, 4, 0�. 

 
 
 %!XXXXXY = j.�XXXXXXXY   ⇒   
 
 
 %!XXXXXY = k! − %l = k1, 2, −1� − 3, 1, 2�l = −2, 1, −3�. 
 
 j.�XXXXXXXY = k.� − jl = k�, �, �� − 2, −1, 1�l = � − 2, � + 1, � − 1�. 
 

 
� − 2 = −2 → � = 0  � + 1 = 1 → � = 0      � − 1 = −3 → � = −2f   ⇒   .�0, 0, −2�. 

 
********** 
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3º) Calcula los siguientes límites: 
 limp→�x>√5�� + 4� − 1 − √5�� − 6�@.  limp→�x �pR��p�:pR�� ��pM:

. 

 
---------- 

 limp→�x>√5�� + 4� − 1 − √5�� − 6�@ = ∞ − ∞ ⇒  6&�HE. ⇒   

 ⇒   limp→�x  >√�pR��pM:M√�pRM�p@·>√�pR��pM:�√�pRM�p@√�pR��pM:�√�pRM�p =  

 

= limp→�x >√�pR��pM:@RM>√�pRM�p@R
√�pR��pM:�√�pRM�p = limp→�x �pR��pM:M�pRM�p�√�pR��pM:�√�pRM�p =  

 

= limp→�x �pR��pM:M�pR��p√�pR��pM:�√�pRM�p = limp→�x :�pM:√�pR��pM:�√�pRM�p = limp→�x
~�|}~|��|R� |}~| ���|R}¡||

=   

 

= limp→�x
~�|}~|¢�|R� |}~|R �¢�|R}¡||R

= limp→�x
:�M~|¢�� |M ~|R�¢�M¡|

= :�M ~£¢��  £M ~£�¢�M ¡£
= :�M�√���M��√�M� =  

 = :�√��√� = :��√� = �√� = √5. 

 
 limp→�x �pR��p�:pR�� ��pM: = 1x ⇒ 6&�HE. E)DB &º H ⇒ limp→�x �pR����pM�pR�� ��pM: =   

 

= limp→�x �1 + �pM�pR����pM: = limp→�x ¤1 + :|R��R|}R
¥�pM: =  

 

= limp→�x ¤1 + :|R��R|}R
¥�pM:�·|R��R|}R·R|}R|R�� = limp→�x ¦¤1 + :|R��R|}R

¥|R��R|}R§
�pM:�·R|}R|R�� =  

 
 

= ¦ limp→�x ¤1 + :|R��R|}R
¥|R��R|}R§

¡|R}¡|}R|�R|R�� = ¦ limp→�x ¤1 + :|R��R|}R
¥|R��R|}R§

¡|R}¨|�R|R�� = H�.  

 
********** 
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4º) Demuestra que existen �©−1, 1� � b©−1, 1�, ª ≠ b, tales que f’(ɑ) = f’(β) = 0, 

siendo o�� = �� + 1� · H √�p��� · ¢� − 1� · mH& �p��
. 

 
---------- 

 
 La función f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por ser producto 
de tres funciones continuas y derivables en R, por cual le es aplicable el teorema del 
valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una función es continua en kC, &l y 
derivable en C, &�, entonces existe al menos un valor * ∈ C, &� que cumple lo 

siguiente: o�*� = {«�M{¬�«M¬ ” 

 
 Aplicando el teorema de Lagrange a la función f(x) en el intervalo (-1, 0): 
 

 o−1� = 0 · H √M:� · ¢−2 · mH& M��� = 0.  

 o0� = 0 + 1� · H √���� · �0 − 1� · mH& 0� = 0. 
 o��� = {��M{M:��MM:� = �M�: = �: = 0. 

 B �&EH")B" D"OHF� ®OH ∃� ∈ −1, 0� E�G ®OH o��� = 0. 

 
 Aplicando el teorema de Lagrange a la función f(x) en el intervalo (0, 1): 
 o1� = 1 + 1� · H √���� · ¢0 · mH& ��� = 0. 

 o�F� = {:�M{��:M� = �M�: = �: = 0. 

 B �&EH")B" D"OHF� ®OH ∃F ∈ 0, 1� E�G ®OH o�F� = 0. 

  °�)mEH& �©−1, 1� � b©−1, 1�, ª ≠ b, E�GHm ®OH o��� = o�F� = 0, *. ®. �. 
 

********** 
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