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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionealéisalependiente del parameiryg
x+2y+2z=1

resuélvelo en los casos en que sea compajible:(a+ 1)y —z=1 :
—2x—Ra+2)y+@*—-2)z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:
1 2 2 1 2 2 1
A=[1 a+1 -1 |JyA' =1 a+1 -1 1.
-2 =2a—-2 a*-2 -2 =2a—-2 a*-2 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

1 2 2
Al =11 a+1 -1 | =
-2 —2a—2 a*-2

=(a+1)(@-2)+2(-2a-2)+4+4(a@a+1)+(-2a—-2)—2(@*-2) =

=a®*—2a+a*—-2—-4a—-4+4+4a+4—-2a-2—-2a*+4=

1
=a’—a*—4a+4=0. 1

1

-4
0

4 0
o]

Resolviendo por Ruffini:

1
|OI\)I\)I\JOH =

1 0]
a, = 1, a, =2,a3 = —2. -2 1
a+1
Para{ a+# 2 = RangA =Rang A' =3 =n2%incég.= S.C.D.
a+* —2
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1 2 2 1
Paraa=1=>A’=<1 2 -1 1>=>Rang.A’=>(Cl,C3,C4)=>

-2 -4 =11
1 2 1
=>|1 -1 1[=-1-1-4-241-2=-9+# 0= Rang.A" =3.
-2 -1 1
1 2 2 1
Paraa=2=A"=(1 3 -1 1|=Rang.A' = ((C,(,,(C,) >
-2 -6 2 2
1 2 1
=>|1 3 1/|=6—-6—-4+6+6—4=4+*0= Rang.A' =3.
-2 -6 2
a=1 , . . .
Para {a _ 2} = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
1 2 2 1
Paraa=—-2=>A"=(1 -1 -1 1 |=Rang.A'=(C;=C,) =
-2 2 2 =2
= Rang.A' = 2.

Paraa = -2 = Rang A = Rang A’ = 2 < n%incég.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, péta= 1,a # 1,a = —2}:

1 2 2 1
F, > F, — F
A’=<1 a+1 -1 1>=>{2 2 1}=>
Fr — Fy + 2F
2 —2a-2 a®-2 q 32 Fatih

1 2 2 1
$<0 a—1 -3 0 >${F3_>F3+2F2}:
0 2—2a a*+2 a+2

1 2 2 1 1 1 2 2 1
=><0 a—1 -3 0 ):{F3—>EF3}=><O a—1 -3 0>=>
0 0 a?—4 a+2 0 0 a-21

1 3z 3
»@-2z=12z=_7 (a-Dy-3z=02y=_—=——"0h

1 . 1 6 2 (a-1)(a-2)-6-2(a—1) _
x=1-2y-2z=1 (a-1)(a—2) a-2 (a—1)(a-2) o
__a’-3a+2-6-2a+2 _ a’-5a-2

@D@-2  (@Da2



Solucién: x = a?-5a-2 . 3 _ 1
olucion: x = —(a—l)(a—z)'y = —(a—l)(a—z)'z =
x+2y+2z=1
Paraa = —2 el sistema result{jx —y—z=1 , que es equivalente al
—2x+2y+2z=-2

. x+2y+2z=1 L, (x+2y+2z=1 : .
sistemax—y—z=1 o, tamb|en:{ _q Quees compatible indeter-
x—y—z=1 xoymz=

minado. Hacienda = A:

x+2y=1—2/1} x+2y=1-22

x—y=1+41 2x—2y=2+2/1}:>3x:3;x:1'

x=1

Solucion: {y =—A,VA ER.
z=A
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2°) Se considera el plane que pasa por los punta®(1,1,3), Q(2,1,0) vy
R(—1,—4,—1). Encuentra el punto de gue mas cerca esta del pusite-3,1,1) (0
sea, el pie de la perpendicularSam).

Los puntos P, Q y R determinan los vectores:
PQ=1[Q—P]=[(21,0) - (11,3)] = (1,0,-3).
PR=[R—-P]=[(-1,—-4,—-1) = (1,1,3)] = (=2,—5,—4).
Considerando el puni®(1, 1, 3):

x—1 y—1 z-3
n(P; PQ,PR) =| 1 0 -3|=0;

-2 -5 -4
6(y—1)—5(z—-3)—15(x—1)+4(y—1) =0;
—15(x—1)+10(y—1)—-5(z—-3)=0; 3(x—1)—-2(y—-1)+(z—-3)=0;
3x—3—-2y+2+z—-3=0=>nm=3x—-2y+z—-4=0.

Un vector normal de esni = (3,—2,1).

x=-34+31
La expresion de la rectaperpendicular @a esir ={y =1—-24 .
z=1+4+1

El punto M der pedido es la interseccion de la recta r con elqaa

n=3x—-2y+z—4=0
x=-3+31 _ A,
rE{y=1—2/1 =3(=3+30)—2(1-20)+(1+1)—4=0;
z=1+4+41

—94+91-24+41+1+4+1-4=0; 141-14=0; 1—-1=0=>41=1.

x=-34+ 34
{y=1—2/1 }=>/1=1=> M(0,—1,2).
z=14+41
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X
. . ;. . -t . ——
3°) Calcula los siguientes limites) lim ————.  b) lim xsen G,
x—0 1—cos (2x) x—>1

a)

xtagx _ 0tag0 _ O

0 ! .
x>0 1—-cos (2x)  1-cos0  1-1 0 = Indet.= {L'Hopital} =

. 1-tag x+x-(1+tag?®x) tag 04+0-(1+0) 0+0-0 O .
= lim —~ (1ttag x) _ tag 040 = = - = Indet.= {L'Hopital} =
x—0 +2-sen (2x) 2:sen 0 2:0 0
= lim 1+tag?x+1-(1+tag?x)+x-2-tag x-(1+tag?x) _ 1+0+1-1+0 2 1
x—0 2-2-cos (2x) T 41 T4 2
xtagx 1
x>0 1-cos 2x) 2
b)
x 1 1
lim xsen(mx) = Isenm = 1o = 1*° = [ndet.>
x-1

X

X X
. — . — . e . X
= limxsen@x) = A4; LA = L |lim xsen W)] = lim Lxsen @0 = ]im [— . Lx] =
x—1 x—1 x—1 x—1 Lsen (mx)
L 1-L1 0 1-Lx+x L
. XLX . ) . . —
= lim = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim——= =
x—1 sen (mx) senm 0 x—1 m-cos (1mx)
1+Lx 1+L1 140 1 1 1
= = = =——=LA$A=€T[=7T—.
x—1mcos(mx) mwcosmw w(-1) s Ve

X

lim xsen (nx) = ni
x—1 \/E
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4°) Dadas las funciong€x) = |[x — 1| — 1y g(x) = sen %x encuentra los dos pun-

tos en que se cortan. Calcula el area de la retgbplano encerrada entre ambas cur-
vas.

Teniendo en cuanta qlee— 1| = { x -l_llsfl;:> 1 la funcidnf (x) puede re-
definirse de la forma siguienté(x) = {x ’: 25;,3; i i

Los puntos de corte se obtienen igualando laguwhzsones:

Parax<1=>—x=sen%x =>x=0 = 0(0,0).

Parax>1=>x—2=sen% =>x=2 = A(2,0).

La representacion gréafica de la situacion es,xampadamente, la siguiente:

/

f(x):zlx—ll—x
/ X

g(x) = sen -

fsenn—x-dx:{”—x=t—>£dx=dt—>dx=3dt}=>3fsent-dt=
2 2 2 [ [

2 X
= —; cost = ——COS—

Teniendo en cuenta lo anterior y de la observad®la figura se deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente:

S = foz[g(x) — f(x)]dx = fol [sen % — (—x)] dx + ff [sen % —(x — 2)] dx =

=f01(sen %+x)dx+f12(sen %—x+2)dx:

[ZeosZ+ 2] +[-ZcosZ-L 4 2] =



2
= (—Ecosz+1—) — (—ECOSO + 0) +
T 2 2 T

+(—%cosn—2?2+2'2)—(—§cos§—1—:+2-1)=

=—0+-+2.1-2.(-1)—2+4440+2-2=241=2TF
2 T T 2 T

T

_ At

S =—=2.27u’.
T
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OPCION B

-1 0

1°) Dada la matrid = ( {1 1

), calculad®>” y A~°8,

w=aa=(1 2)-GF =G, D
w=wa=(C, )G 2)=G D)
a=wa=(G 0 -4 )
w=ata=(C DG 2= )

n_[ D" 0
A= o (—1)"]'

- (_1)57 0 _ _
477 = 57 - (—1)58 (—1)57]_(571 —01)'

a7 =2 0

57 —1

68 (_1)—68 0 _

A= —68 - (—1)"°%7 (—1)‘68]_(618 (1))
A_68=(618 (1))

También puede hacerse del siguiente modo:

e R U — S
A68 (-1)°8 0 ] ( 1 0) -68 1/
68:(—1)69 (-1)68 -68 1

Procediendo por el método de Gauss-Jordan:

(1 01 0

_68 1lo 1):>{F2_’F2+68F1}:>((1) (1)|618 (1))
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2°) Encuentra la ecuacion en forma continua dedtarque corta perpendicularmente
ar:{Zx—y—2=0 _x=2 _y-4 _ z+2

x—2y+z-3=07Y57"7 -1 1

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

r:{x—2y+z—3=0=>x—’1=>3’——2+2/1,Z—3 x+2y=
x=2A
=3-A-4+41=-1+431 > r=)y=-2+22
z=-1+32

Un punto y un vector director desonA(0,-2,—1) y v, = (1, 2, 3).

Un punto y un vector director desonB(2,4,-2) y v, = (2,—1,1).

i S

Un vectorw perpendicular a los vectores y v, es cualquiera que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de esomkes:

. i j k
w=vAv,=[1 2 3|=2i+6j—k—4k+3i—j=5i+5j—-5k>
2 -1 1

Sw=(11-1).

Determinamos dos planasy n, de las siguientes caracteristicas:

x y+2 z+1
1 1 -1

=-2x+3y+2)+(z+1)-2(z+1)-3x+ ¥y +2) =0;

=—-5x+4(y+2)—(z+1)=0; -5x+4y+8—2z—-1=0 =



my =E5x—4y+z—-7=0.

x—2 y—4 z+2
m,(B; vs,w) = 2 -1 1 (=
1 1 -1

=x-2)+(y—-4)+2z+2)+(z+2)—-(x—-2)+2(y—4) =0;
=3(y—-4)+3(z+2)=0, y—4+z+2=0=>m,=y+z—-2=0.

La recta pedida t es la interseccion de los plahdsnidos anteriormente; y
_t={5x—4y+z—7=0
"t =ly4+z-2=0 '

Para expresar t en funcién continua hacemos:

z=A y=2—4 5x=74+4y—-2=7+8—-41—-1=15-51 =

x=3—-41
>x=3-1 = tE{y=2—/1.
z=A

La expresion de t dada por unas ecuaciones costasik siguiente:

t

x—-3 y—2 4
-1 )
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4x%—-1
2

39) Hallar las asintotas de la funcipr= f(x) = —

Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabddicuas.

Horizontales: Son los valores finitos de x paradaales la funcion toma valores
finitos, es decir, es el limite cuangle- oo de la funcion.

4x%-1
2x+4

= o0 = No tiene sintotax horizontales.

y =k =lim f(x) = lim
X— 00 X— 00
Verticales: Son los valores finitos de x que analatlenominador.

2x+4=0;, x+2=0 =>x=-2.

Larecta x = —2 es asintota vertical de la funcion.

Oblicuas: Son de la forma= mx + n, siendo:

m = lim % y n = lim[f(x) — mx], con m finito ym # 0.
X—00 X—00
2_
m = lim Z% = lim 4x2 L=»
x—>oo X x—00 2X“+4x
n = lim[f(x) — mx] = lim (4x2_1 -2 x) — lim Xoiokrer g
T x5 T x50 \ 2x+4 T xS0 2x+4 - )

Asintota oblicua: y = 2x — 4.
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4°) Dada la funciorf(x) = sen (gxz) .e**, demuestra que existe un valoeE
(—1,1) tal quef’(a) = 2. Menciona el resultado teérico empleado y justiBa uso.

Por serf (—x) = f(x), la funcién es simétrica con respecto al eje demadas,
lo que implica qug'(—1) = f(1) y, en consecuencia, no le es aplicable el teodsha
valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si uneifin es continua efm,n] y
derivable en(m, n), entonces existe al menos un valog (m,n) que cumple lo si-

H al _ f(m)_f(n)n
guiente:f'(a) = —
La derivada de la funcién es la siguiente:
"(x) = TTx - Tx2). ex? Tx2). 2y . % =
f'(x) =mnx - cos (Zx ) e* + sen (Zx ) 2x - e* =

=x-e* . [n - coS (%xz) + 2sen (gxz)]

Teniendo en cuenta qié(x) es continua en R le es aplicable el teorema de los
valores intermedios, que dice qusi Fscriba aqui la ecuacion. es una funcion conti-
nua en el intervalda, b], entonces para cada valaen tal que f(a) < m < f(b),
exista al menos un valerperteneciente al interval@z, b) tal quef(c) = m”.

f’(—l)=—1-el-(n-cosz+2-senz)=—e-2=—26<2.
2 2
f’(l):1-61-(n-cos§+2-sen§):e-2:26>2.

Lo anterior demuestra que Ac € (—1,1) tal que f'(c) = 2.
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