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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real 

� y resuélvelo en los casos en que es compatible: �� + �� − 1	
 + � = −1            �� − 1	
 + 2� = −2                  � + ��� − 5� + 5	� = −� + 4. 

 
----------  �	  

 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = �1 � − 1 10 � − 1 21 0 �� − 5� + 5� ; �� = �1 � − 1 10 � − 1 21 0 �� − 5� + 5   −1−2−� + 4�. 

 
 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
 

|�| = �1 � − 1 10 � − 1 21 0 �� − 5� + 5� = �� − 1	��� − 5� + 5	 + 2�� − 1	 − �� − 1	 =  

 = �� − 1	��� − 5� + 5	 + �� − 1	 = �� − 1	��� − 5� + 6	 =  
 = �� − 5�� + 6� − �� + 5� − 6 = �� − 6�� + 11� − 6 = 0 ⇒ ����� ! " ⇒  
 ⇒  �# = 1, �� = 2; �� = 3.  
 

&�'� (� ≠ 1� ≠ 2� ≠ 3* ⇒ ��! � = ��! �� = 3 = !º  !,ó.. ⇒ 0. 1. 2.  
 

 &�'� � = 1 ⇒ �� = �1 0 10 0 21 0 1   −1−23 � ⇒ ��!. �� ⇒ �1#, 1�, 13" ⇒ 
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⇒ �1 1 −10 2 −21 1 3 � = 6 − 2 + 2 + 2 = 8 ≠ 0 ⇒ ��!. �� = 3.  

 

 &�'� � = 2 ⇒ �� = �1 1 10 1 21 0 −1   −1−22 � ⇒ ��!. �� ⇒ �1#, 1�, 13" ⇒ 

 

⇒ �1 1 −10 1 −21 0 2 � = 2 − 2 + 1 = 1 ≠ 0 ⇒ ��!. �� = 3.  

 &�'� 5� = 1� = 26 ⇒ ��! � = 2;  ��! �� = 3 ⇒ 0 789:�  !,;:<�8 =>9.  
 

 &�'� � = 3 ⇒ �� = �1 2 10 2 21 0 −1   −1−21 � ⇒ �13 = −1�" ⇒ ��!. �� = 2. 

 &�'� � = 3 ⇒ ��! � = ��! �� = 2 < !º  !,ó.. ⇒ 0. 1. @. 
 

 Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinado 
aplicando el método de Gauss: 
 

�� = �1 � − 1 10 � − 1 21 0 �� − 5� + 5   −1−2−� + 4� ⇒ AB# → B# − B�B� → B� − B#D ⇒  

 

⇒ �1 0 −10 � − 1 20 1 − � �� − 5� + 4   1−2−� + 5� ⇒ �B� → B� + B�" ⇒   

 

⇒ �1 � − 1 10 � − 1 20 0 �� − 5� + 6   −1−2−� + 3� ⇒ � = EFG�FHEIFGJ = EFG��FE�	�FE�	 = E#FE�. 

 

�� − 1	
 + 2� = −2 ⇒ 
 = E�E�KFE# = E�G HLMHFE# = MHLNONHLMHFE# = E��FE�	�FE#	�FE�	. 
 � − � = 1 ⇒ � = 1 + � = 1 + E#FE� = FE�E#FE� = FE�FE�. 

 0;>�, ó!: � = FE�FE� , 
 = E��FE�	�FE#	�FE�	 ,   � = E#FE� ;   ∀� ∈ � − �1, 2". 
 

 Se resuelve ahora para � = 3 en cuyo caso el sistema es (� + 2
 + � = −12
 + 2� = −2     � − � = 1             , que 

es compatible indeterminado. 
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 Para su resolución se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y se 
parametriza una de las incógnitas, por ejemplo � = S, con lo que resulta: 
 

 2
 + 2S = −2        � − S = 16 ⇒ � = 1 + S;   
 = −1 − S. 

  

0;>�, ó!: ( � = 1 + S  
 = −1 − S  � = S           , ∀S ∈ �. 

 
********** 
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2º) Dadas las rectas ' ≡ A2� − 
 − 2� + 1 = 03� − 
 − 4� + 6 = 0, 7 ≡ UE## = VW = KG##  y el punto de 

expresión &�1, −1, 0	, halla la ecuación general de un plano X que sea paralelo a ambas 
rectas y tal que la distancia de P a X sea 2. 
 

---------- 
 
 Un vector director de una recta dada por la intersección de dos planos es 
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores 
normales de los planos que la determinan. 
 

' ≡ A2� − 
 − 2� + 1 = 03� − 
 − 4� + 6 = 0 ⇒ A!#YYYY⃗ = �2, −1, −2	!�YYYY⃗ = �3, −1, −4	D ⇒ [\YYY⃗ = � ] ^2 −1 −23 −1 −4� = 

 = 4 − 6] − 2^ + 3^ − 2 + 8] = 2 + 2] + ^ ⇒ [\YYY⃗ = �2, 2, 1	. 
 

 Un vector director de 7 ≡ UE## = VW = KG##  es [_YYY⃗ = �1, 0, 1	. 

 
 El vector normal del haz de planos paralelos ` que contiene al plano X pedido 
es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores directores de las dos 
rectas: 

 !Y⃗ = [\YYY⃗ × [_YYY⃗ = � ] ^2 2 11 0 1� = 2 + ] − 2^ − 2] = 2 − ] − 2^ = �2, −1, −2	. 

 
 La expresión general del haz de planos ` es: ̀ ≡ 2� − 
 − 2� + 2 = 0. 
 

La distancia de un punto &W��W, 
W, �W	 al plano b� + c
 + 1� + 2 = 0 viene 

dada por la fórmula d�&W, X	 = |eUfGgVfGhKfGi|√eHGgHGhH .  

 
Aplicando la fórmula anterior al punto &�1, −1, 0	 y al plano ̀ : 
 

 d�&, `	 = |�·#E#·�E#	E�·WGi|l�HG�E#	HG�E�	H = 2;  |�G#EWGi|√3G#G3 = 2;  |�Gi|√m = 2;  |3 + 2| = 6 ⇒ 

 ⇒       3 + 2 = 6 → 2# = 3−3 − 2 = 6 → 2� = −9D. 
 
 Existen dos planos que cumplen la condición pedida; son los siguientes: 
 X# ≡ 2� − 
 − 2� + 3 = 0 
 X# ≡ 2� − 
 − 2� − 9 = 0. 

 
********** 
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3º) Calcula los siguientes límites: 
 �	  limU→Grs√2�� + 3� + 1 − √2�� − 5� + 7u.  =	  limU→#vcos�X�	 + 2Uz {|}. 

 
---------- �	  limU→Grs√2�� + 3� + 1 − √2�� − 5� + 7u = ∞ − ∞ ⇒  @!d98. ⇒   

 ⇒   limU→Gr  s√�UHG�UG#E√�UHEIUG�u·s√�UHG�UG#G√�UHEIUG�u√�UHG�UG#G√�UHEIUG� =  

 

= limU→Gr s√�UHG�UG#uHEs√�UHEIUG�uH
√�UHG�UG#G√�UHEIUG� = limU→Gr �UHG�UG#E��UHEIUG�	√�UHG�UG#G√�UHEIUG� =  

 = limU→Gr �UHG�UG#E�UHGIUE�√�UHG�UG#G√�UHEIUG� = limU→Gr �UEJ√�UHG�UG#G√�UHEIUG� =   

 

limU→Gr
�}M�}lH}HN�}N{} GlH}HM�}N�}

= limU→Gr
�E�}��G�}G {}HG�IE�}G �}H

= �E {���G ��G {�G�IE ��G ��
=  

 = �EW√�GWGWG√�EWGW = �√�G√� = ��√� = 3√� = 3√�� = 2√2. 

 =	   limU→#vcos�X�	 + 2Uz {|} = �cos X + 2#	 {|{ = �−1 + 2	{f = 1r ⇒ @!d98. !º 9 ⇒  

 

⇒ b = vcos�X�	 + 2Uz #�U  ⇒  �b = 1�� �vcos�X�	 + 2Uz = �vcos�X�	 + 2Uz��  ⇒  
 ⇒ b = vcos�X�	 + 2Uz {|} ⇒ �b = �v�����U	G�}z�U ⇒ b = 9|������}	NH}�|} = 9|�M{NH	|{ =  

 

= 9|{|{ = 9ff→���. ⇒ 9 ���}→{
M�·��� ��}	NH}·|H�����}	NH}{} = 9

MfN|OM{NH{{ = 9�3. 
 limU→#vcos�X�	 + 2Uz {|} = 9�3. 

 
********** 
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4º) Demuestra que la función ���	 = 79! �U� · √�� + � tiene un máximo relativo en el 

intervalo �1, 3	. Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 
 

---------- 
 
 La condición necesaria para que una función tenga un máximo relativo es que se 
anule su primera derivada. 
 ����	 = �� · ,;7 �U� · √�� + � + 79! �U� · �UG#�√UHGU. 

 ���1	 = �� · ,;7 �� · √1� + 1 + 79! �� · �·#G#�√#HG# = �� · 0 · √2 + 1 · ��√� = ��√�.  

 ���3	 = �� · ,;7 ��� · √3� + 3 + 79! ��� · �·�G#�√�HG� = �� · 0 · √12 + �−1	 · ��√#� =  

 = − �3√�. 

 
Las funciones ���	 y ����	 son continuas y derivables en el intervalo �1, 3	. 
 
Por ser ��1	 ≠ ��3	 no es posible la aplicación del teorema de Rolle, pero si es 

posible la aplicación del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de Darboux 
que dice: “si una función ���	 es continua en un intervalo v�, =z y un número ̂ está 
comprendido entre los valores extremos de la función, o sea, ���	 ≤ ^ ≤ ��=	 o ���	 ≥ ^ ≥ ��=	, entonces existe un valor , ∈ v�, =z tal que ��,	 = ^”. 

 
Como es ���1	 > 0 > ���3	 y la función ���	 es creciente en � = 1 y 

decreciente en � = 3, necesariamente tiene al menos un máximo en �1, 3	. 
 �; �!89' ;' d9:�978'� >; <9d d;. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Calcula los valores del parámetro 8 para los que la siguiente matriz no es regular:  

b = �−8 8 + 1 −8 + 11 0 −8 + 12 −8 − 1 1 �. 

---------- 
 
 Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |b| = �−8 8 + 1 −8 + 11 0 −8 + 12 −8 − 1 1 � = �−8 − 1	�−8 + 1	 + 2�8 + 1	�−8 + 1	 +  

 +8�−8 − 1	�−8 + 1	 − �8 + 1	 =  
 = �−8 + 1	v�−8 − 1	 + 2�8 + 1	 + 8�−8 − 1	z − �8 + 1	 =  
 = �−8 + 1	�−8 − 1 + 28 + 2 − 8� − 8	 − 8 − 1 = �−8 + 1	�1 − 8�	 − 8 − 1 =   
 = −8 + 8� + 1 − 8� − 8 − 1 = 8� − 8� − 28 = 8�8� − 8 − 2	 = 0 ⇒ 8# = 0;  
 8� − 8 − 2 = 0;   8 = #±√#G�� = #±√m� = #±�� ⇒ 8� = −1, 8� = 2. 

 �� :�8' � b !; 97 '9.�>�' <�'� 8 = −1, 8 = 0 
 8 = 2. 

 
********** 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta ' que pasa por el punto &�−4, 2, 0	 y 

corta a las rectas '# ≡ A2� + 3
 + � − 1 = 0� + 2
 − 3 = 0           y '� ≡ UG#E� = VG�� = KG�� . 

 
---------- 

 
 La expresión de '# por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 '# ≡ A2� + 3
 + � − 1 = 0� + 2
 − 3 = 0          ⇒ 
 = S ⇒ � = 3 − 2S;   � = 1 − 2� − 3S =  

 

= 1 − 6 + 4S − 3S = −5 + S = �  ⇒  '# ≡ (� = 3 − 2S
 = S          � = −5 + S. 

 
Un punto y un vector director de '# son ¡�3, 0, −5	 y [#YYYY⃗ = �2, −1, −1	. 

 
 Los puntos P y Q determinan el vector: 
 
 &¡YYYYY⃗ = v¡ − &z = v�3, 0, −5	 − �−4, 2, 0	z = �7, −2, −5	. 
 
 El plano X# que contiene a la recta '# y al punto & tiene la siguiente expresión 
general: 

 X#s&; [#YYYY⃗ , &¡YYYYY⃗ u ≡ �� + 4 
 − 2 �2 −1 −17 −2 −5� = 0;  
 5�� + 4	 − 7�
 − 2	 − 4� + 7� − 2�� + 4	 + 10�
 − 2	 = 0;  
 3�� + 4	 + 3�
 − 2	 + 3� = 0;  � + 4 + 
 − 2 + � = 0 ⇒ X# ≡ � + 
 + � + 2 = 0. 
 
 Un punto y un vector director de '� son:  ��−1, −3, −2	 
 [�YYYY⃗ = �−2, 3, 3	. 
 
 Los puntos P y R determinan el vector: 
 
 &�YYYYY⃗ = v� − &z = v�−1, −3, −2	 − �−4, 2, 0	z = �3, −5, −2	. 
 
 El plano X� que contiene a la recta '� y al punto P tiene la siguiente expresión 
general: 
 

 X�s&; [�YYYY⃗ , &�YYYYY⃗ u ≡ �� + 4 
 − 2 �−2 3 33 −5 −2� = 0; 
 −6�� + 4	 + 9�
 − 2	 + 10� − 9� + 15�� + 4	 − 4�
 − 2	 = 0;  
 9�� + 4	 + 5�
 − 2	 + � = 0;   9� + 36 + 5
 − 10 + � = 0 ⇒   
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⇒ X� ≡ 9� + 5
 + � + 26 = 0. 
 
 La recta ' pedida es la intersección de los planos X# 
 X�: 
 ' ≡ A� + 
 + � + 2 = 0       9� + 5
 + � + 26 = 0. 

 
 La expresión de ' por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

 
       � + 
 + � + 2 = 09� + 5
 + � + 26 = 0D  ⇒  � = S ⇒         
 + � = −2 − S5
 + � = −26 − 9SD 

        −
 − � = 2 + S5
 + � = −26 − 9SD ⇒ 4
 = −24 − 8S ⇒ 
 = −6 − 2S. 

 

 � = −2 − � − � = −2 − S + 6 + 2S = 4 + S ⇒ ' ≡ (� = S             
 = −6 − 2S� = 4 + S      . 
 ' ≡ U# = VGJE� = KE3# . 

 
 **********  
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3º) Encuentra los extremos absolutos de la función ���	 = ��� − 3	 · 9EUG� en el 
intervalo v−2, 4z. Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 
 

---------- 
 
 ���	 = ��� − 3	 · 9EUG�. 
 
 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo es que se 
anule su primera derivada., 
 
 ����	 = 2� · 9EUG� + ��� − 3	 · �−1	 · 9EUG� = 9EUG� · �2� − �� + 3	. 
 

 ����	 = 0 ⇒ 9EUG� · �2� − �� + 3	 = 0;  �� − 2� − 3 = 0;   � = �±√3G#�� = 

 = �±√#J� = �±3� = 1 ± 2 ⇒ �# = −1, �� = 3. 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trate de un mínimo y, 
si es negativa, de un máximo. 
 
 �����	 = −9EUG� + �−�� + 2� + 3	 + 9EUG� · �−2� + 2	 = 
 = 9EUG� · �−2� + 2 + �� − 2� − 3	 = 9EUG� · ��� − 4� − 1	. 
 
 ����−1	 = 9� · �1 + 4 − 1	 = 49� > 0 ⇒ �í! :; <�'� � = −1. 
 
 ��−1	 = �1 − 3	 · 9� = −29� ≅ −40,17 ⇒ �í! :;: &�−1, −29�	. 
 

 ����3	 = 9E# · �9 − 12 − 1	 = − 3¤ < 0 ⇒ �á� :; <�'� � = 3. 

 

 ��3	 = �9 − 3	 · 9E# = J¤ ≅ 2,21 ⇒ �á� :;: ¡ ¦3, J¤§. 

 
 Teniendo en cuenta que ���	 es continua en su dominio y que: 
 
 ��−2	 = �4 − 3	 · 93 = 93 ≅ 54,60. 
 

 ��4	 = �16 − 3	 · 9E� = #�¤H = 1,76. 

 �í! :; �=7;>�8;: &�−1, −29�	 
 :á� :; �=7;>�8;: c�−2, 93	. 
 

********** 
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4º) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de las siguientes funciones: ���	 = cos �U3  y .��	 = UH
3 − 1. Calcula el área de la región del plano encerrada entre 

ambas gráficas. 
---------- 

 
 Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 

 ���	 = .��	 ⇒ cos �U3 = UH
3 − 1;  ⇒ cos �U3 = ¦U� − 1§ ¦U� + 1§. 

 
 Teniendo en cuenta que para � = ±2 ⇒ cos �U3 = 0, las soluciones de la 

ecuación son �# = −2, �� = 2. 
 
 Los puntos de corte de las dos curvas son b�−2, 0	 
 c�2, 0	. 
 
 En el intervalo �−2, 2	 las ordenadas de la función ���	 = cos �U3  son mayores 

que las correspondientes ordenadas de la función .��	 = UH
3 − 1, por lo cual, la 

superficie a calcular es la siguiente: 
 

 0 = ¨ v���	 − .��	z�E� · d� = ¨ ©¦cos �U3 § − ¦UH
3 − 1§ª�E� · d� = 

 = ¨ ¦cos �U3 − UH
3 + 1§�E� d� = ¨ cos �U3�E� · d� + ¨ ¦− UH

3 + 1§�E� d� = � + «.      (*) 

 

          � = ¨ cos �U3�E� · d� ⇒ ( �U3 = 8
d� = 3� · d8� � = 2 → 8 = ��� = −2 → 8 = E�� * ⇒  

 ⇒ � = ¨ cos 8�HE�H · 3� · d8 = 3� · v79! 8zE�H
�H = 3� · ©79! �� − 79! ¦− ��§ª =  

 = 3� · v1 − �−1	z = ��. 

 « = ¨ ¦− UH
3 + 1§�E� · d� = ©− U�

#� + �ªE�
� = ¦− ��

#� + 2§ − ©− �E�	�
#� + �−2	ª =  

 = − �#� + 2 − �#� + 2 = 4 − #J#� = 4 − 3� = ��. 

 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N: 
 

 0 = � + « = �� + �� = �3G���� = ���G�	�� . 
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0 = 8�X + 3	3X  �� ≅ 5,21 ��. 
 

********** 
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