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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro r
x+(@a—-1y+z=-1

a y resuélvelo en los casos en que es compaiitde- 1)y + 2z = -2 :
x+(a*—-5a+5)z=—-a+4

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
1 a—1 1 1 a—1 1 -1
M=<0 a—1 2 );M’=<0 a—1 2 —2 )
1 0 a’—-5a+5 1 0 a?-5a+5 —a+4
El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
1 a—-1 1
M| =10 a-1 2 =(@a-1@-5a+5)+2(a—-1)—(a—1) =
1 0 a’?—-5a+5

=(a—1)(@*-5a+5)+(@a—-1)=(a—1)(a*?-5a+6) =
=a®—5a’+6a—a*+5a—6=a3-6a’>+11a— 6 =0 = {Ruffini} =

:>a1=1,a2=2;a3=3.

a+1
Para {aiZ}ﬁRaanRanM’=3=n9incég.=>S.C.D.
a#*3
1 0 1 -1
Paraa=1=>M=(0 0 2 —-2|=>RangM' = {C,,(C5,C,} >
1 0 1 3
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1 1 -1
=0 2 -2(=6—-2+24+2=8+0= RangM' =3.
1 1 3
1 1 1 -1
Paraa=2=>M’=<O 1 2 —2>=>RangM’=>{C1,CZ,C4}=>
1 0 -1 2
1 1 -1
>0 1 -2[=2-24+1=1+0= RangM' = 3.
1 0 2
a=1 , . . g
Para{ _ }:RanM=2; Ran M' = 3 = Sistema incompatible.

1 2 1 -1
Paraa=3=>M’=<0 2 2 —2)=>{C4=—Cg}=>RangM’=2.
1 0 -1 1

Paraa =3 = RanM = Ran M' =2 <n%incég.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinad
aplicando el método de Gauss:

1 a—1 1 _1
M’=<0 a—1 2 _2 ):{Fl_)Fl F2}=>

F F, — F
1 0 a’>—-5a+5 —a+4 37~ h
1 0 -1 1
=10 a—1 2 -2 >{F;>F+F}=>
0 1—a a*?—-5a+4 —a+5
1 a-—1 1 -1 —a+3 -a+3 -1
” (8 : 8 ' a’ — éa + 6 —a_f— 3) 74T Gsave @-2)(a-3) a2
- P —2a+4+2 2(a-3)
_ - _ _ TéTez ‘a2 _ _a—2 _ _—<la-—-
(a-Dy+2z=-2>y= a-1 a-1  a-1  (a-1)(a-2)

-1 a-2-1 a-3
x—z=1=2>2x=14+z=1+ = = )
a-2 a-2 a-2

o a-3 _ —2(a-3)
Solucion: x = 2’ VT @neo’

-1
Z—E, Va € R —{1,2}.

x+2y+z=-1
Se resuelve ahora para= 3 en cuyo caso el sistemaj@y + 2z = -2 , que
_ _ _ x—z=1
es compatible indeterminado.



Para su resolucién se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y :
parametriza una de las incognitas, por ejemptoA, con lo que resulta:

2y + 21 = —2

x_A_l}:x=1+/1; y=-1-A1

x=14+41
Solucion:yy =-1—-1 ,VAER.
z=A
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2x—y—2z+1=0 _x1_y z+1
3x—y—4z+6=0°""71 o 17 el punto de
expresiorP(1,—1,0), halla la ecuacion general de un plargue sea paralelo a ambas

rectas y tal que la distancia de R sea 2.

2°) Dadas las rectasz{

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos e
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectore
normales de los planos que la determinan.

:{Zx—y—22+1:0 {n_1’=(2,—1,—2)} _)_; j1 kz_
TEBx—y-4z+6=0" 1, =(3,-1,-4)) T s @)7i

=4i—6j—2k+3k—2i+8j=2i+2j+k=>7 =(221).

Y _ 2t ooy =
P esv, = (1,0,1).

Un vector director de = x—;l -
El vector normal del haz de planos paral@ague contiene al plano pedido

es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores directores de las d
rectas:

i j k
R=T,xT;=2 2 1|=2i4+j—-2k—-2j=2i—j—2k=(2-1,-2).
1 0 1

La expresion general del haz de plafiess:f = 2x —y —2z+ D = 0.

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

; __ |Axg+Byy+Czy+D|
dada por la formuld (P,, ) = TI5Tc?

Aplicando la formula anterior al pun(1,—1,0) y al planog:

|2:1-1-(-1)-2:0+D| _ ., [2+1-0+D| _
J22+(-1)2+(-2)2 " Vat1i+4

N . _
2; 75 =2; |13+D|=6>

d(P,B) =

. 3+D=6—>D1=3}
—3-D=6-D,=-9f

Existen dos planos que cumplen la condicion pedida; son los siguientes:

m=2x—y—2z2+3=0ym, =2x—y—2z—9=0.
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3°) Calcula los siguientes limites:

1
a) lim (\/sz +3x+1—-+V2x2 —5x+7). b) lin}[cos(nx) + 2%]ix.
x—

X—+00

a)

lim (\/2x2+3x+1—\/2x2—5x+7) =00 —o00 = [ndet.=>

X—+00

(V2x2+3x+1-V2x2-5x+7)-(V2x2+3x+1+V2x2-5x+7) _

= lim
X—+00 V2x2+3x+1+V2x2-5x+7
2 2
. (V2x2+3x+1) —(V2x2-5x+7) . 2x%+3x+1—(2x%-5x+7)
= lim = lim =
xo+400  V2x24+3x+1+V2x2-5x+7 x—+400 V2x2+3x+1+V2x2—-5x+7
) 2x%43x4+1-2x%4+5x—7 ) 8x—6
= lim = lim =
xo+00 V2x24+3x+1+V2x2-5x+7  x—o+00 V2x2+3x+1+V2x2—5x+7
lim = lim = =
xo+oo V2x2+3x+1 V2x2-5x+7  x—+00 3 1 5 7 3 1 5 7
: 2+>4—+ [5-24 2+—+—+ [5—>+
x x x x2 x x2 00 ©0 00 0
_ 8-0 8 8 4 42 N
T VZH0+0+V2Z-040 V2+VZ 22 2z 2 @ =2=X=

b)

1 1 1
lirr}[cos(nx) + 2¥]ix = (cosm + 211 = (-1 4+ 2)0 = 1° = Indet.n%e =
X—

L[cos(mx) + 2*] .

1 1
= A = [cos(mx) + 2*]lx = LA = EL[cos(nx) + 2¥] =

Lx
1 x L[cos(mx)+2*] L(-1+2)
—_— Licos(mx)+2
:>A=[cos(nx)+2x]Lx=>LA=%=>A=e Lx =e L1 =
—m-sen (mx)+2%-L2 —0+L4
x
L1 D lim cos(nlx)+2 _11+2
= el1 = ea_ﬂnd' = 1! x —e 1 =el%,

1
lirr%[cos(nx) + 2%]ix = el4,
X—
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4°) Demuestra que la funciditx) = sen %x -Vx? + x tiene un maximo relativo en el
intervalo(1, 3). Menciona los resultados tedricos empleados vy justifica su uso.

La condicidén necesaria para que una funcién tenga un maximo relativo es que ¢
anule su primera derivada.

f’(x)=§-cos %x-\/x2+x+sen %x

2Vx2+x’
1) =Z. T 12 T2 T o). L3P 3
]‘(1)—2 cos - 1+1+sen22m—20\/§+122—2ﬁ.
"3) ==L 3T /32 3 2341 _ T 0.4 _1). L —
f(3)—2 cos ~ 3+3+.<sen2 el 0-v12+ (—1) =iy

_ 7

e

Las funcione¥ (x) y f'(x) son continuas y derivables en el intervdl).

Por serf (1) # f(3) no es posible la aplicacion del teorema de Rolle, pero si es
posible la aplicacion del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de Darbou
que dice: “si una funcidii(x) es continua en un intervala, b] y un niumerck esta
comprendido entre los valores extremos de la funcidén, of¢ea,.< k < f(b) o
f(a) = k = f(b), entonces existe un valor [a, b] tal quef(c) = k”.

Como esf'(1) >0>f'(3) y la funcion f(x) es creciente ex =1y
decreciente em = 3, necesariamente tiene al menos un maximol 3.

Lo anterior demuestra lo pedido.
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OPCION B

1°) Calcula los valores del parametrpara los que la siguiente matriz no es regular:
-t t+1 —-t+1

A= ( 1 0 —t + 1).
2 —t-—-1 1

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

-t t+1 —-t+1
1 0 —t+1
2 —-t—1 1

|A| = =(—t—-D(-t+D)+2t+D(-t+1)+

+t(—t-1D(-t+1)—-(t+1)=
=(—t+D[-t-D+2t+1)+t(-t-1]—-(t+1)=
=(-t+1D)(-t—-1+2t+2—-t?—-t)—-t—-1=(-t+1DA-tH)-t—-1=
=—t+t*+1—-t*—t—1=t3—-t?-2t=t(t*—-t—-2)=0=>t; =0;

1+/1+8 1+V9 143
2 = 2 = ; = t2 = _'1,t3 = 2.

t2—t—2=0; t=

La matriz Ano esregular parat=—-1,t =0yt = 2.

*kkkkkkkkk



2°) Encuentra la ecuacion continua de la reagae pasa por el punf(—4,2,0) y
2x+3y+z—-1=0 _ X+l _ y+3 _ z+2
X+2y—3=0 yn="3=5 =3

corta a las rectag = {

La expresion de, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

rl5{2’“’33’”_1=0=>y:/1=>x=3—2/1; z=1-2x—31=

x+2y—3=0
x=3-—-2A
=1-6+4+41—-3A=-5+A=z > n=jy=41 .
z=-5+1

Un punto y un vector director ag sonQ(3,0,—5) yv; = (2,—1,—1).

Los puntos P y Q determinan el vector:

—_—

PQ=[Q—-P]=[(3,0,-5)—(—4,2,0)] =(7,-2,-5).

El planomr; que contiene a la rectay al puntoP tiene la siguiente expresion
general:

. x+4 y—-2 z
n,(P; 71,PQ) =| 2 -1 -1{=0;
7 -2 =5

5(x+4)—-7(y—2)—4z+7z—2(x+4)+10(y — 2) = 0;
3x+4)+3(y—2)+3z=0x+4+y—-2+4+z=0=>m =x+y+2z+2=0.
Un punto y un vector director ag son: R(—1,-3,-2) y v, = (-2, 3,3).
Los puntos P y R determinan el vector:
PR=[R-P]=[(-1,-3,-2) — (—4,2,0)] = (3,-5,—2).

El planorr, que contiene a la recta y al punto P tiene la siguiente expresion
general:

. x+4 y—-2 =z
m,(P; v;,PR) = | -2 35 3 |=0;
3 — -2

—6(x+4) +9(y—2) + 10z — 92 + 15(x + 4) — 4(y — 2) = 0;

9(x+4)+5(y—2)+z=0; 9x+36+5y—10+2z=0 =



=>mn,=9%+5y+z+26=0.
La rectar pedida es la interseccion de los planpy r,:

={x+y+z+2=0
" (9x+5y+z+26=0

La expresion de por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x+y+z+2=0

}: — 1o y+z=—2—A}
9% +5y+z+26=0§ ~ *~

S5y +z = —26— 924

—y—z=2+1

5y+Z:_26_9/1}=>4y=—24—8/1:>y=—6—2/1.

x=2A
z=—-2—-x—z=-2—-A+6+4+21=4+1 :rE{y=—6—2/1.
z=4+4

—2

X +6 zZ—4
F=X_Yt6 _ 7
1 1
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3°) Encuentra los extremos absolutos de la funfign = (x2 —3) - e ™2 en el
intervalo[—2, 4]. Menciona los resultados tedricos empleados vy justifica su uso.

flx) = (x*=3) e

La condicién necesaria para que una funcién tenga un extremo relativo es que :
anule su primera derivada.,

flx) =2x-e™**2 + (x2—-3)-(—1)-e**2 =g**2. (2x — x? + 3).

fl(x)=0=2e*2.(2x—x%24+3)=0; x2—2x—3=0; x:2i\/:+12=

= 425y =10, =3,

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trate de un minimo
si es negativa, de un maximo.

') =—e™ 2 + (—x*+2x+3)+e 2. (—2x+2) =
—e 2. (=2x+2+x?—-2x—-3)=e**?. (x? —4x —1).

f'"(-1)=e3-(14+4—-1) =4e3 > 0= Minimo para x = —1.

f(=1)=(1-3)-e3=-2e3=—40,17 > Minimo: P(—1,—2e3).

f'3)=e1-(9-12-1) = —g < 0 = Maximo para x = 3.

6
e

F(3)=(9—-3) el =2%=221= Maximo: Q (32)

Teniendo en cuenta qiiéx) es continua en su dominio y que:
f(=2)=(4-3)-e* =e* = 54,60.

— 13
f(4)=(16—-3) -e7? =—=176.

Minimo absoluto: P(—1,—2e3) y maximo absoluto: B(—2,e*).
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las siguientes funcion

fx) = cos— y g(x) == — 1. Calcula el area de la region del plano encerrada entre
ambas graflcas

Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones.

fx)=9gx) = cos%z%— 1;, = cos%xz (g— 1) (§+ 1).

Teniendo en cuenta que para= +2 :cos%z 0, las soluciones de la
ecuacion sow; = —2,x, = 2.

Los puntos de corte de las dos curvasAe2,0) y B(2,0).

En el intervalo(—2, 2) las ordenadas de la funcipfx) = cos%x son mayores

2
que las correspondientes ordenadas de la fung(an :xz— 1, por lo cual, la
superficie a calcular es la siguiente:

= 2lf0) — g - dx = [, [(cos™) - (X~ 1)] - dx =

= f_zz (COS%—%2+ 1) dx = f_zzcos%- dx+f_22 (—%24- 1)dx =M+N. (¥

X

— =t
- dt

4

2 X
M = cos—-dx =
I 4 {dx =

=
xX==-2-t= n}

T

s
> 4 4 5 4
=>M=fzncost-—-dt=—-[sent]2n=—-[sen£—sen (—E)] =
- T T - T 2 2

2

[1=(D]=

:1|4>

TSP WL

12 12

=222 42=4-2-y 1t
12 12 12 3

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

8 _ 24+8m _ 8(m+3)

S=M+N=2+

:1
w I

31T 3



s=83@+3)

2 ~ 2
3 uc = 5,21 u“.
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