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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION A
a+Dx—y+(1—-—a)z=a+1
1°) Estudia el sistema de ecuaciofitsa — 1)x + (a + 1)y + (a* + a — 2)z = —1,
(a+Dx—(a+1D)y+(1—-a®)z=0
dependiente del parametro reaf resuélvelo en los casos en que es compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

a+1 -1 1—a
M=<—a—1 a+1 a2+a—2>y

a+1 -—-a-1 1 — a?

a+1 -1 1—a a+1
M’=<—a—1 a+1 a’*+a-2 —1).

a+1 —-a-1 1 —a? 0
a+1 -1 1—a a+1
M,=<—a—1 a+1 a2+a—2 —1>${F3—>F3+F2}:
a+1 —-a-1 1 —a? 0
a+1 -1 1—a a+1
=2>|—-a—-1 a+1 a2+a—2 -1 z{FZ_)Fz'FFl}z
0 0 a—1 -1

a+1 -1 1—a a+1
= 0 a a*-1 a |=M.

0 0 a—1 -1

a+1 -1 1-—a
IM[ =] 0 a a*—-1[=0=>ala+D@-1)=0=
0 0 a—1
$a1 =0,a2 =_1,a3 = 1.
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a+0
Para {a * —1} = Rang A = Rang A’ = 3 =n%incég.= S.C.D.
a+1

1 -1 1 1
Paraa=0=><0 0o -1 0>=>RangM’=3.
O 0 -1 -1

2 -1 0 2
Paraa=1>M'=(0 1 0 1 |= RangM’'=3.
0O 0 0 -1

Para {Z i (1)} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible .

0O -1 2 0 -1 2 0
Paraa =-1>=> <0 -1 0 —1) = RangM'=|-1 0 -1|=
O o0 -2 -1 0o -2 -1

=2—-2=0= Rang M' = 2.

Paraa = —1= Rang A = Rang A’ = 2 < n%incég.= S.C.I.

Se resuelve en primer lugar par& 0,a # 1 ya # —1.

(a+Dx—y+(1—-—a)z=a+1
El sistema resulta: ay + (a? — 1)z = a ¢, cuya solucion es la si-
(a—1)z=-1
guientez = -

ay+(a2—1)-a_—_11=a; ay+(a+1)(a—1)-a_—_11=a; ay—(a+1) =a;

2a+1

ay—a—1=a;, ay=2a+1=>y=

a

2a+1

(a+Dx—— +(1—a)-a_—_11=a+1; (a+1)x—2aa+1+1:a+1;
. 2a+1 2 . 2 _ (a+1)? _ a+1
(a+Dx=a+ — a(a+1)x=a*+2a+1=((@a+1) =>x—a(a+1)— —.
Solucion: x = &L, y=2a+1; z=_—1,Va€R—{O,1,—1}.
a a a—1

Resolvemos ahora pata= —1.



—y+2z=0
El sistema resulta —y = —1¢, que es compatible indeterminado, cuya solu-

y o —2z=-1
cion es la siguiente:

Solucion:x = 1; y=1; z=%, VA E R.
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2°) Los puntosi(2,—3,2) y B(0,1,—2) determinan el lado desigual de un tridngulo
isosceles que tiene su tercer vértice en la restd— = 2= = =, Calcula este vér-
tice sabiendo que el area del triangulo vae:?.

El punto medio del segmento de extremgsB esM(1,—1,0).

x =34+ 21
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas esiy = 4 — 1 .
z=4-2A

Un punto genérico deesP(3 + 21,4 — 1,4 — 21).

Los puntos A, B y P determinan los siguientesorest

AB = 0B — 04 =[(0,1,-2) — (2,-3,2)] = (—2,4,—4).
AP=0P—-04A=B+20,4—14—-22)—(2,-3,2) =
=(14+21,7—-212—-22).

El area del triangulo que determinan tres puntoslimeados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores determinan:

i j k
—2 4 —4
1420 7—-1 2-22

—_— —

-|AB x 4P| = 18 = |AB x 4P| =

N R

Sapc =

= (8—8A)i— (4+81)j — (14— 2Dk — (4 + 8k + (28 — 4Q)i + (4 — 41)j =

= (36— 121)i — 124 + (=18 — 6A)k = 36; (6 — 21)i — 2j + (=3 — Dk = 6;

JO6 =202+ (=2)2+(-3-21)2=16; 36—241+4A>+4+9+ 61+ 1> = 36;

18+1324-260 _ 18+V64 _ 1848
10 - 10 10

512 —181+49 =36; 51 —181+13=0; A=

9t4 13

ParaP(3 + 21,4 — 1,4 — 22):

(x=3+5=T)
alzgﬁiy:z;_g: }:pl(ﬂ 7,-9),
kz=4—2—56=—9

GiN g,




x=3+2=5
A=1> y:4_1=3} = P,(5,3,2).
z=4-2=2
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3°) Demuestra que existee (1,¢e) tal quef’'(a) = e + 1, siendo la funciorf (x) =
(x + ex — e)x. Menciona los resultados teéricos empleados ifigegssu uso.

El teorema del valor medio del calculo diferendiambién conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del siguiesde:m

“Si f(x) es una funcién continua en el intervalg p] y derivable end| b),

entonces, existe al menos un punto(a, b) que cumplef’(c) = f—(b;:i (@)

fG) = (x+ex—el > LIF0)] = Llx+ex —e),

f')

e 1+e

e
fleo _X_Z.L(x-i_ex_e) +x x+ex—e =
, e [L(x+ex—e) 1+e €
=>f(x)=—;[ x _x+ex—e].(x+ex_e)x'

La expresion anterior prueba que la funcfdm) es derivable efi,e), lo que
implica, necesariamente que es continua en estvahbd y, CoOmo consecuencia:

La funcidnf (x) = (x + ex — e)x es continua efl, e] y derivable erf1, e), por
lo cual le es aplicable el teorema de Lagrange.

F()=(1+e-1—e)i=1°=1

f(e):(e+e-e—e)§:e2

f'(a) = fle)-f(1) _ e?-1 _ (e+D(e-1) _

- e—1 e—1 e—1

e+ 1.

Queda probado que existe a € (1,e) tal que f'(a) = e + 1.
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4°) Encuentra los tres puntos en que se cortagrddisas de las funcionggx) = 1 +

cosx Yy g(x) =-
gréficas.

22 , .,
f + 2. Calcula el area de la region del plano enceresdiee ambas

T

Los puntos de corte de dos funciones tienen cdrsoisas las raices de la ecua-
cion que resulta de la igualacidon de sus expresione

—2x2 2x2 2x2
+2: cosx=1-"—==2->0; x2>0.

2 2 w2z

f(x)=g(x)=>1+cosx =

x; =—1m - A(—m,0)
Los puntos que cumplen la condicion ; =0- B(0,2)
X, =1 - C(1m,2)

La representacion grafica, aproximada, de la cibmase expresa en la figura
adjunta.

Teniendo en cuanta la simetria de ambas funcicoesespecto al eje de orde-
nadas, la superficie a calcular es la siguiente:

§=2- fon[g(x) —f(x)]-dx=2- fon [(—2x2 + 2) — (1 + cos x)] cdx =

T2

=Z-fon(_ifz+2—1—cosx)-dx=Z-fon(_zfz+1—cosx)-dx=

s

T

:2-[_2'x3+x+senx]0 :2-[(

3m2

—2.73
ZZ +n+senn)—(0+0+sen0)]=

3

=2-[(Z+n+0)-0|=2n-(1-2) ==

2T

S = u? = 2,09 u?.
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OPCION B

1°) Calcula los valores del parametrpara que se cumpla la condiciph- B| =

0 0 t—1 t 0 0
|A+B|,siendoA=< 0 —t t )yB=<t+1 t t+1>.
t+1 1-—t 1 1 t—1 t+1

0 0 t—1 t 0 0
|A-B|=1A|-|Bl=| O —t t |-|t+1 t t+ 1| =
t+1 1—-t 1 1 t—1 t+1
N | O -t .|t t+1_
= (-1 t+1 1-—t |t—1 t+ 11

=[(t—1)-t(t+1)]-t-(t+1)|tf1 1|=t2(t+1)2(t—1)-(t—t+1)=
=t2(t + 1D2(t - 1).
0 0 t—1 ( 0 0
A+B=< 0 —t t >+<t+1 t t+1>=
t+1 1—-t 1 1 t—1 t+1
t 0 t—1
=<t+1 0 2t+1)=>|A+B|=O.
t4+2 0 t+2
|JA-B|=|A+B|=>t?(t+1*(t-1)=0>t,=0,t, = —1,t3 = 1.

|JA-B|=|A+B|=t=0,t=-1,t = 1.
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2°) Calcula la ecuacién continua de la rectabiendo que pasa pof1,—1,1) y que
—x+y—z—-1=0 _x=3 _y-1_ z+1
3y—2z+43=0 Y =0 T 1 " 1

corta a las rectas= {

En primer lugar se hace un estudio de la posi@tativa de las rectasy s.

La expresion de r por unas ecuaciones paraméaghkssiguiente:

_(x+y—-z—-1=0 _ y—z=1+41
{3y—22+3=0 :>x_/1:>3y—22=—3}

—2y+22:_2_2/1}=>y=—5—2/1; —x+y—z-1=0=2z=—x+y—1=

3y —2z=-3
x=A
=—A—-5-21-1=-6—-31=z :>r5{y=—5—2/1.
z=—-6—-31

Un punto y un vector de cada una de las recta®saiguientes:

r: A(0,-5,-6)yv, = (1,-2,-3). s:B(3,1,-1)yv, = (0,1,-1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las rectasegasrtan o se cruzan. Para diferenciar

el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:w = 4B = [B — 4] = [(3,1,—-1) — (0,—5,—6)] = (3,6, —5).

Segun que los vectorés’, v, w} sean o no coplanarios las rectass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinamte g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

1 -2 -3
Rang {v;,v,w}=>10 1 -1[=-5+6+9+6=16*0=
3 6 =5

= Rang {v,,v;,W} = 3 = ¥, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy §Secruzan.

Se resuelve el gjercicio de tres formas diferentes



PRIMERA FORMA:
Se determinan los planasy n, de las siguientes caracteristicas:

m, — contieneaPyar

: = Larect la inter ion 1T-.
ﬂzﬁcontleneapyas} arectat es la interseccion dg y m,

Se determina; = AP = [P — 4] = [(1,—1,1) — (0,—5,—6)] = (1,4, 7).

x—1 y+1 z-1
i (P; vo,n) =| 1 -2 -3 | =0;
1 4 7

—14(x—-1)—-3(y+1)+4z-1D+2z-1)+12x—-1)—-7(y+1) =0;
—2(x—1)—-10y+1D)+6(z—1)=0; x—1)+5(y+1)—-3(z—1) =0;
x—1+5y4+5-3z24+43=0=>m,=x+5y—3z+4+7=0.

Se determina, = BP = [P —B] =[(1,-1,1) — (3,1,-1)] = (-2, -2,2).

x—1 y+1 z-1
m,(P; v5,m) =| 0 1 -1 [=0;
-2 —2 2

2c -1+ 2(y+1)+2z-1)-2(x—1)=0; 2(y+ 1D +2(z—1) =0;
b+D+=-1)=0 y+1+z—-1=0=>n,=y+2z=0.

_(x+5y—-3z+7=0

_{y+z=0 —z=Xy= A x=—7+514+31=—7+84

x+7 y z
5 .

SEGUNDA FORMA:
Se determinan el plama y el punto M de las siguientes caracteristicas:

m, > contieneaPyar

M — interseccién de 1, y S} = La rectat es la que pasa por Py M.

T =x+5y—-3z+7=0

x =3
sz{y=1+u =34+5(1+u)—3(-1—p)+7=0;
z=—-1—upu



X =

9 5
3+5+5u+3+3y+7=msm=_4gﬁﬂ=_5$ y=1-7=—-1_
s o 4 4
=M (3,-33)
— 55 1 1 R
MP = [P_M] = [(11_151)_(3;_252)] = (_Z;Z;_Z) ﬁvt = (8,—1,1)
p=Xt7_ Y _Z
E: -1 1

TERCERA FORMA
Se determinan los vectoras y BP de las siguientes caracteristicas:

A — punto genéricoder

B — punto genérico de S} = AP | BP = Larecta es la que pasa por Ay B.

x=2A
AErE{yz—5—2/1=>A(/1,—5—2/1,—6—3/1).
z=—-—6-—31

AP=[P—-A]=[(1,-1,1) — (1, =5—21,—6 —31)] = (1 — 1,4 + 24,7 + 32).

x =3
BESE{y=1+u = B3, 1+ u,—1—pu).
z=—-1—upu

BP=[P-B]l=[(1,-,1) -G, 1+p-1—w]=(-2,-2—u2+ .

—— =3 1-2 4424 7432 —2—u+ 21+ Au=-8-44
AP BP = = =7 = 2+u=>2+/,t—2)l—/1y=—14—6/1}
6—u+61+Au=0 _ o1
16+M+4/1_M:0}=>zz+1oa_o—>,1_ L
(A—1) = —6— 61 = _—6—6/1__6+%_—30+66_ 36 _ 9
K - == __%_1_ -11-5  -16 4
11
(x=-% |
— _g2__3 _1 33
A(A,—S—Z/l,—6—3/1)=>{y— 5+5— - =>A( = 5,5)-

33 3
\z=-6+3=5 )



x =3
9 5
1 _ y=1—--=—- _33
B, 1+, —1—yu) = " =>B(3, 4,4).
z=-1+

AB = [B— A] = [(3,_5 E) _ (_2,_5,3)] _

4’4

60 25 25 44 12 12 104 13 13 —
= Ry e R B R N A = \=>—>= == = vt =:(8;__1;1)-
20 20 20 20 20 20 20 "20° 20

x+7 z
t=—=2X=1%
8
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3°) Calcula el valor del parametro regbara que la siguiente funcion sea continua en
log(x?+9) x <1
R: f(x) = cos %x

a-(1—-x)

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 1, cuya continuidad es du-
dosa y se va a determinar el valomadgara que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

xll_)I{l_ flx) = }Ci_r)r%[log(x2 +9)] =log10=1=f(1)

Parax=1>= cos™ o =
llm f(x) = llm =— (%)

1a-(1—- x) 2a

. . Vi Vi
= lim f(x)=lim f(x) =f()>1=——= a=-
x—1" x-1t 2a 2
os & 1 cos® | cosZ 1 0
(%) lim—2 =21.jjm—=2 =1. —--= Ind.= {L'Hopital} =
x—1a(1-x ) a x-1 1-x a 1—1 a 0
sen,nx sen nx
) > T . > T Vs
=2 lim—Z2—2 =" . lim E=—r1l=—
a x-1 0-1 20 x-1 1 2a 2a

log(x2+9) x <1

La funcion resultaf (x) = 2 cos T~

2
o x>1
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4°) Demuestra que la funcidifx) = cos(mx) - L(x? — 3x + 2) tiene un maximo re-
lativo en el intervald—1, 0). Menciona los resultados tedricos empleados Yfifest
Su uso.

La funciong(x) = cos(mx) es continua y derivable en R.

x?2—=3x+2=0; x=3i29_8=3§1=>x1:1,x2:2.

La parabolay = x? — 3x + 2 es convexqU) por ser positivo el coeficiente de
x2, por lo cual tiene su minimo en el intervélo?2) y, teniendo en cuenta el signo de
la expresion? — 3x + 2 < 0,Vx € (1,2), se deduce el dominio de la funcidfx) =
L(x?*=3x+2),que edD(h) = (—,1) U (2, +).

De lo anterior se deduce gDéf) = (—o,1) U (2, +0).

Para que una funcion tenga un maximo relativoosslicion necesaria que se
anule su primera derivada en ese punto.

, . . ) - 2x-3
f'(x) =—m-sen (mx) - L(x* — 3x + 2) + cos(mx) Y

1(_ — . _ . _ ._2_3— _ __5—5
f'(—1)=—m-sen(—m) - L(1+ 3+ 2)+ cos(—m) 1+3+2—0 1 — =

f'(0) = —m - sen O-L(2)+COSO-_?3=0+1-_73:_%_

Las funcione¥ (x) y f'(x) son continuas y derivables en el intervald, 0).

Por serf(—1) # f(0) no es posible la aplicacion del teorema de Rpbeo Si
es posible la aplicacion del teorema de los Vallmtesmedios o propiedad de Darboux
que dice: “si una funcidfi(x) es continua en un intervala, b] y un numerck esta
comprendido entre los valores extremos de la funoddsea,f(a) <k < f(b) o
f(a) = k = f(b), entonces existe un valor [a, b] tal quef(c) = k”.

Como esf'(—1) >0y f'(0) < 0y la funcionf (x) es creciente en = -1y
decreciente en = 0, necesariamente tiene al menos un maximg-€dno0).

Lo anterior demuestra lo pedido.
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