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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se pagsen

1°) Estudia el sistema de ecuaciones lineales deger del parametro realy resuél-
velo en los casos en que es compatible.

(a—1Dx—y=3
(a—Dx+(a+1)y—2—a)z=—-2a
(—2a+2)x—ay+(@®>—a—2)z=3a—-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifigaiso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

a—1 —1 0
M=<a—1 a+1 a—2 )y
—-2a+2 —-a ad*—-a-2
a—1 -1 0 3
M’=<a—1 a+1 a—2 —Za).
—-2a+2 —-a a*—-a-2 3a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametraz es el siguiente,
teniendo en cuentaqué —a — 2 = (a + 1)(a — 2):

a—1 -1 0
IM|=| a-1 a+1 a—2 =
—2(a—1) —-a (a+1)(a—2)
1 -1 0
=(a—1)(@—-2)|1 a+1 1 | =
-2 —a a+1

=(a@a-1D@-2)-[(a+1D?>+2+a+(a+1)]=
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=(a—-1D@-2)-(@*+2a+1+3+2a)=(a—1D(a—-2) - (a®*+4a+4) =
(a—1(@-2)-(a+2)?>=0>a,=1,a,=2,a; =a, = —2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+1
Para{aiZ}=>RangM=RangM’=3=n9incc')g.:>S.C.D.
a+ —2
0O -1 0 3
Paraa=1=>M'=<O 2 -1 —2>=>RangM’=>{CZ,C3,C4}=>
0O -1 -2 2
-1 0 3
=212 -1 -2[=2-12-34+4=-11+#0= RangM' =3.
-1 -2 2
1 -1 0 3
Paraa=2=>M’=<1 3 0 —4>=>RangM’=>{Cl,C2,C4}=>
-2 =2 0 5
1 -1 3
=>|1 3 —-4[=15-6—-8+18—-8+5=16+ 0= RangM' = 3.
-2 -2 5

f 1} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Para {Z _ o

-3 -1 0 3
Paraa=-2=>M=(-3 -1 —4 4 |=>RangM' >
6 2 4 =7

_ -3 -1 0 3
:{FZ_)FZ F1}=> 0 0 -4 1 |=>{F,=—-F;}=RangM' =2.
F; - F5; + 2F; 0 0 4 -1

Paraa = —2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, parg& 1y a # 2:

a—1 -1 0 3
F,>F—-F

—2a+2 —a a*—-a-2 3a-1

a—1 -1 0 3
= 0 a+ 2 a—2 —2a—-3|=>{F;>F+F}=>
0 —a—2 a*—a—2 3a+5



a—1 -1 0 3 .
=>( 0 a+2 a—-2 -2a-3 =>F3—>a—jz=>
0 0 a’?—4 a+?2

a—1 -1 0 3 .
=>< 0 a+2 a-—2 —2a—3>=>(a—2)z=1;z=E.
0 0 a—2 1

(a+2)y+(a—2)z=—-2a-3; (a+2)y+(a—2)-$=—2a—3;
(a+2)y+1=-2a-3; (a+2)y=—-2a—-4=-2(a+2)=>y=-2.
y y y

(a-Dx—y=3; (a—Dx+2=3>x=—

a-1

Solucion: x = L,y =-2,Z= L,Va eER-{-2,1,2}.
a—-1 a—2

—3x—y=3
Resolvemos ahora pata= —2. El sistema resulta—3x —y — 4z = 4}, que es
6x + 2y +4z = -7
compatible indeterminado. Despreciando una ecuapimejemplo, la tercera, y ha-
ciendox = A:

y = —3 — 3. Restando a la segunda ecuacion la primeta:= 1= z = —i.

Solucion: x = A,y =-3—-34,z = —i,V)l € R.
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2°) Calcula los valores del parametrgpara que se cumpla la condicip?®| = 8,
t—1 t+1 3

siendoA = <t2 —t t?+2t t )
1-t —-1—-t -2

1A% =8=|A-A-Al =1A]-|Al - 1Al = (JAD® =8 = 2° = |A] = 2.

t—1 t+1 3
tt—1) t(t+2) ¢t
—(t-1) -1-t =2

t—1 t+1 3
t?—t t*4+2t t|=2;
1-t —-1—-t -2

1 t+1 3
t t2+2t t|=2. (
-1 —-1—-t -2

(t-1)-

1 t+1 3
El valor del determinantet t2+2t t

-1 —-1-¢t -2

es el siguiente:

—2(t?+2t) -3t(A+t)—t(t+ D +32+2t) +t(1+ )+ 2t(1 +¢t) =
= 2 — — 12 —f — 12 —
(t*+20)—t(l+t) =t +2t—t—t* =t.
Sustituyendo en (*) teniendo en cuanta el valbddeerminante:

1+V1+8 _ 143

(t—1)-t=2; t2—t—2=0; t= . — =t =2t =2
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3°) Encuentra la ecuacion general del plampie es paralelo a las rectas de ecuaciones

2 3=0 -
{i i 6§t2t7 —0Y°S x33 = y;’z = Ziz y equidista de ambas.

La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas es largiguie

{x+2y+z+3—0 _A:X+Z=—3—ZA

x+6y—z—7=0 e x_Z:7_6/1}:>2x=4—8/1=>

x+z=-3-24
—x+z=-7+61

x=2—-4A
:rE{y=A :

z=-5+424

= ox =2 —41; }:>22=—10+4A:z=—5+21=>

Un punto y un vector director desonP(2,0,—5) y v, = (—4,1, 2).
Un punto y un vector director desonQ(3,—2,—-2) y v, = (3,3,1).
El vector normal del plarnw es perpendicular a los vectores directores ddogs

rectas, por lo cual, es linealmente dependient@mbelucto vectorial de sus vectores
directores:

i ok
R=T,XT;=|-4 1 2|=i+6j—12k—3k—6i+4j=
3 3 1

=—-5i+10j — 15k >n = (1,-2,3).
El planor es de laforma =x — 2y +3z+ D = 0.

Por ser paralelo el plano a las rectas, la distashel plano a cada una de las
rectas es equivalente a la distancia del plan@kggier punto de las rectas.

Teniendo en cuente lo anterior y por ser equiklistde las rectas se cumple que:

d(m,r) = d(m, P)

) = di Q)} > d(n,r) = d(m,s) = d(r, P) = d(m, Q).

La distancia del punt®, (x,, y,, zo) al planadx + By + Cz + D = 0 viene dada

s |Ax0+By0+CZO+D|
or la formulad (P, w) =
P (Po, ) VAZT+BZ+C2

Aplicando la férmula al planat=x -2y +3z+D =0 y a los puntos



P(2,0,-5)yQ(3,—2,-2):

d(m, P) = |1-2-2-0+3-(=5)+D| _ |2—-0-15+D| _ |-13+D|
W) = T ErcarsE | Vitars | Vi

d(m, Q) = [1-3—2-(=2)+3:(-=2)+D| _ |3+4-6+D| _ [1+D|

SN N N T
|[-13+D| [1+D|

d(m,P) = d(m,Q) = —=—="=" |-13+D| = |1+D| =
= —IS’li-ll_)D—:—i -l__ g} La solucion de la primera ecuacion carece dedseldgico,
por lo cual:

—13+D=-1-D; 2D=12=D = 6.

n=x—2y+3z+6=0.
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P -1 +1 -1
4°) Un lado de un paralelogramo esta sobre la reeta— = >— = —. Otro lado lo

determinan los punta$(—1,—2,3) y B(2,—2,—1). Calcula los otros dos vértices del
paralelogramo sabiendo que su perimetro mide lades.

Un vector director de esv, = (2,1, —2).

Los puntosA(—1,—-2,3) y B(2,—2,—1) determinan el vector:

AB = 0B — 04 =[(2,-2,-1) — (-1,-2,3)] = (3,0, —4).

La longitud del lad@iB es la siguiente:

AB = |E|=\/32+02+(—4)2=\/9+0+1 = /25 = 5 unidades.

Como el perimetro del paralelogramo es de 16 deflda longitud del ladBC
es la siguiente:

16:2-(5+ﬁ); 8 =5+ BC = BC = 3 unidades.

Se comprueba a continuacién si alguno de los puta B, pertenecen a la
rectar:

r
-2 -1 2

A(-1,-2,3)

-2 -1

x—-1 y+1 z—-1
= = -1-1 -2+1 3—-1
} = = === A €ER.

Evidentemente, el punt® & r, por ser linealmente independientes los vectores
v, =(2,1,-2) yAB = (3,0, —4).

La situacion, aproximada, es la que indica el

grafico adjunto. b,

La expresion de dada por unas ecuaciones

x=1-21 A
paramétricas es la siguiente= {y = —1 — A. 3u
z=1+2A

Un punto genérico de la rectaes el si- by

guiente:D(1 —24,—-1—1,1 + 22).

AD=0D—-0A=[(1-21,-1—2,1422) —(-1,-2,3)] >

>AD =(2—-21,1—2,-2+22).



AD = |AD| =3u=J2-2)2 + (1 - D)2+ (-2 +24)2 =
32=4—-814412+1—-224+21*+4—-81+41% 9=91*2—-181+09;

912 -181=10; 12—-21=0; A(1—2)=0=>1, = 0,1, = 2.

1, =0=D,(1,-1,1). AD; = BC;.
AD, =0D, — 04 =[(1,-1,1) - (-1,-2,3)] = (2,1,-2) } s
BC, =0C, — 0B =[(x,v,2) — (2,-2,-1D]=(x -2,y +2,z4+1)

x—2=2-x=4%
=(2,1,-2)=x—-2,y+2,z+1)=>{y+2=1->y=-1 }=>C1(4,—1,—3).
z+1=-2-2z=-3

Primera solucion: C;(4,—1,-3)y D,;(1,—1,1).

A, =2 = D,(-3,-3,5). AD, = BC,.

AD, = 0D, — 04 = [(=3,-3,5) — (=1,-2,3)] = (=2,~1,2) } .
BCZ = OCZ — 0B = [(x;y;z) - (Zi_zt_l)] = (x_ 25y+ 2,Z+ 1)

=(-2,-1,2)=(x—-2,y+2,z+1)=>y+2=-1-y=-3

x—2=—-2-x=0
}ﬁ
z4+1=2->2z=1

= Cz(o ,_3 ) 1).

Segunda solucion: C,(0,—3,1) y D,(—3,-3,5).

kkkkkkkkkk



n n(xG+2)] |

a) Demuestra que la funcién es continua en el intefa3].

b) Demuestra que existe€ (1, 3) tal quef(a) = % Enuncia el/los resultado(s) te6-
rico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

a)

La funcionf(x) es la expresion de la potencia de dos funcionda éma:
f(x) = g(x)"™® . Para qug(x) sea continua efi, 3] tienen que serlg(x) y g(x).

La funciéng(x) = x? — 3x + 10 es continua en R, por lo cual lo sera en cual-
quier intervalo finito que se considere.

La funcionh(x) es logaritmica y, por ello, continua n).

Siendoh(x) = m(x) - n(x), conm(x) = 2* 1 yn(x) = sen n(x6+2), para que

seah(x) estrictamente positiva es necesario oufer) y n(x) sean estrictamente po-
sitivas o estrictamente negativas.

m(x) =2*1>0,vx €R.

T(x+2)

Estudiamos ahora el signo de la funcigm) = sen .

para lo cual se estudia su signo en los puntesl, 2 y 3:

en el intervald1, 3],

m(1+2) 37 T

n(1l) = sen =sen —=sen -—=1>0.
6 6 2

n(2) = sen 22 — sen 2= = sen 2= = sen 60° = AERY
6 6 3 2

n(3) = sen n(36+2) = sen 5?” = sen 150° = sen 30° = % > 0.

Como quiera que en el intervdlp 3] esm(x) > 0 y n(x) > 0:

Queda demostrado que f(x) es continua en [1, 3].

b)
Para demuestra que exigtes (1, 3) tal quef(a) = % se tiene en cuenta que la
funcion f(x) es continua efil, 3], como se demostro en el apartado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valoresmetdins o desigualdad de Dar-
boux, que dice que, “si una funcién es continuaireintervalo|a, b] toma todos los



valores comprendidos entféa) y f(b) al menos una vez”.

m(1+2)

f(H=01%*-3-1+ 10)1°g[21_1°sen - ] — 81°g(20'53”72_t) — glog(1'1) —

=glogl =80 =1,

(3+2)

F3) = (3~ 3.3 4 10yul e ] qgn(ren’) _

— 10lo8(4-sen 150°) — 1(log(4-sen 30°) — 1010g(4-%) — 10982 = 2.

1< ; < 2 = Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = %,c.q.d.

También se puede resolver este apartado de |la feiguiente:

Demostrar que existe€ (1, 3) tal quef (a) = % es equivalente a demostrar que
la funcién g(x) = f(x) — % tiene una raiz real en el intervalpy 1].

(x+2)
neH| 3

g(x) = (x* = 3x + 10)log[2**se .

El teorema de Bolzano dice que ¢gix) es una funcion continua ¢, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

queg(c) = 0".
A la funcidng(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el iatei\, 3]:

3 3

3 1 3 1
g(l):f(l)—zz 1--=-2<0. g(3)=f(3)—5=2—5=5>0.
Lo anterior demuestra qugx) tiene al menos una raiz real[@n3] y también
los pedido, o sea, que:

3
Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = 5.4 d.

kkkkkkkkkk



4

6°) Calcula las asintotas de la funcjfix) = x—“ y estudia la posicion de la curva

respecto de ellas.

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

X3 —ax—
k = llm f(x) = lim ¥4 — +o = No tiene asintotas horizontales.

x—too X2—

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

x?—4=0> Lasrectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.
—4x-1 _ -8+8-1 _ -1
xllEnZ‘ fe) = x—> 2 (x+2)(x 2)  0(-4)  of = xllEnZ‘ fx) = —co.
lim f(x)= el 8215 lim f(x) = +oo.

X2 x_, 2+ (x+2)(x 2)  0t(=4) 0~ xo—2

x3-4x-1 __8-8-1 -1 . _
llm f(x) = 11 M e = 40- — o = ,}E?_ f(x) = +oo.
x3-4x-1 _ 8-8-1
llm f(x) = 11 M e = a0 ——=> 11m flx)=—
Asintotas oblicuas: Son de la forma mx + n, siendo:
m = lim fi) y n = lim[f(x) — mx], conm finitoy m # 0.
X—00 X—00
x3—4x-1 S
m = lim £2 = lim =2 = |im x;—le.
x—oo X X—00 X x—oo X°—4x
= lim [f(x) — 1= li (x3—4x—1 _ )_ li x3-ax-1-x3+4
= Jmlf(x) =mx] = lim (57— —x) = lim —2—=

—4x+3

x—00 X%2-4
Asintota oblicua: y = x.
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X
5x—2—xsen7;

7°) Sea la funciofi(x) = L

x2—4x+6

a) Demuestra que la funcién es continua en el intefda3].

b) Demuestra que exista€ (1, 3) tal quef’'(a) = % - L2. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

a)
Por serf (x) una funcion logaritmica es necesario que en ehiato[1, 3] sea

X
5x—2—x-sen—

positiva la expresiéHTx%Z, para lo cual tienen que ser positivas en el mismo

intervalo las funcionegj(x) = 5x — 2 — x - sen % yh(x) = x2 — 4x + 6.

La funciong(x) = 5x — 2 — x - sen % es continua en R por ser suma, resta o

producto de funciones continuas en Ry la funéiér) = x> — 4x + 6 es continua en
R por ser polinébmica, por lo cual, ambas funciemscontinuas en cualquier intervalo
finito que se considere, en particular, en el wrdkr[1, 3].

Para estudiar el signo de la funcgfx) = 5x — 2 — x - sen %x en el intervalo
[1,3] se estudia, en particular, el valorsge %

La funciéng(x) = sen ? < 0 en(1,3), como se observa en la representacion
grafica, aproximada de(x), que es la figura adjunta.

Y X
p(x) = sen —

A 2
—7 —3W1 Jro 1\2/'3 Ty

Siendosen % < 0 en(1,3), la funciébng(x) = 5x — 2 — x - sen % es estric-
tamente positiva.

Se estudia ahora la funcigix).
x?—4x+6=0; x=""""""xgR=>x—4x+6>0,¥x €R, loque
significa queh(x) = x* —4x + 6 > 0,Vx € R.

Lo anterior demuestra que f(x) es continua en [1, 3].

b)
El teorema del valor medio o de Lagrange dice“guena funcion es continua



f(b)_f(a)n

en[a, b] y derivable erf{a, b), entoncedc € (a, b) tal quef’'(c) = —

X
5x—2—x-sen —

Aplicando el teorema de Lagrange a la functdw) = LTX-I—62 en el
intervalo[1, 3]:

3) =1 5.3—2—3-sen32—” _ 1 15-2-3-(-1) _ LE =116 — L3

f - 32-4.3+6 9-1246 3 .
B 5.1_2—1-sen72—t _gpo5-2-11 .2 —_

F(D =1L e = L o1z = L 3= L2 —L3.

, _ f)-f(a) , _ f®)-f(1) _ L16-L3—(L2-L3) _ L16—-L3—-L2+L3 _
fllao=———=f==—="1T-—= > = > =

_ L16-L2 _ L2*-12 _ 4-L2-12 _ 3L2

2 2 2 2

Queda demostrado que Ja € (1,3) tal que f'(a) = % - L2.
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8°) Calcula los valores de las abscigasbh que aparecen en el grafico adjunto, v,
después, comprueba que las areas de las dos regmmbéreados son iguales.

" f(x) =§ S1
gx) =Lx

[bom,
P,
T ——

Ql — N

El valor dea se obtiene haciendg({a) =La=1=a =e.

El valor deb se obtiene haciendg(bh) = Lb =2 = b = e?.

1
Sl=ff[g(x)_1]dx=feez(Lx—l).dxﬁ{u—Lx—l%du_;.dx}:
dx:dU—)U:x

= [(Lx— 1)-x—fx-£-dx]e2 = [x(Lx —1) — [dx]¢" = [x(Lx — 1) —x]¢" =

= [xLx — x — x]¢" = [xLx — 2x]¢" = (e? - Le? — 2e2) — (eLe — 2¢) =

e?-2Le—2e*—e+2e=2e?>—2e’+e>8 =eu’
b e?e 02 2
S, =], f(x)-dx = [ —-dx=lelx]g" =e-Le*—e-Le=e-2le—e=
=2e—e>S,=eu?

Queda comprobado que S; = S,.
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