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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real � y resuélvelo en los casos en que sea compatible. 
 

 ���� − 1�� + �
 + ��� = 1                       ��� − 1�� + �� + 1�
 + ��� + ��� = 2
 + ��� + 2��� = � + 2                            . 
 
Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso.  
 

---------- 
 
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

        � = ��� − 1 � ���� − 1 � + 1 �� + �0 1 �� + 2�� ;  �′ = ��� − 1 � ���� − 1 � + 1 �� + �0 1 �� + 2�    12� + 2�.  

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

         |�| = ��� − 1 � ���� − 1 � + 1 �� + �0 1 �� + 2�� ⇒ ��� → �� − ��� ⇒   

 

⇒ ��� − 1 � ��0 1 �0 1 �� + 2�� = ��� − 1� · �1 �1 �� + 2�� = ��� − 1���� + 2� − �� =  

 = ��� − 1���� + �� = ��� + 1���� − 1� ⇒ �� = 0, �� = −1, � = 1.  
 
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius: 

 

!�"� # � ≠ 0� ≠ −1� ≠ 1 % ⇒ &�'( � = &�'( �) = 3 = 'º ,'-ó(. ⇒ 0. 1. 2. 



!�"� � = 0 ⇒ �) = �−1 0 0−1 1 00 1 0    122� ⇒ &�'( �) ⇒ �1�, 1�, 13� ⇒    

 

⇒ �−1 0 1−1 1 20 1 2� = −2 − 1 + 2 = −1 ≠ 0 ⇒ &�'( �) = 3. 

 !�"� � = 0 ⇒ &�'( � = 2;  &�'( �) = 3 ⇒ 0,4567� ,'-879�5,:;6. 
 

        !�"� � = −1 ⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧�) = �0 −1 10 0 00 1 −1    121� ⇒ �1� = −1 � ⇒ &�'( �) = 2

 � = �0 1 10 0 00 1 −1� ⇒ &�'( � = 1                                        . 
 !�"� � = −1 ⇒ &�'( � = 1;  &�'( �) = 2 ⇒ 0,4567� ,'-879�5,:;6. 
 

!�"� � = 1 ⇒ �) = �0 1 10 2 20 1 3    123� ⇒ �1 = 13� ⇒ &�'( �) = 2   

 !�"� @� = −1� = 1 A ⇒ &�'( � = &�'( �) = 2 < 'º ,'-ó(. ⇒ 0. 1. C. 

 
 Se resuelve, en primer lugar, para � ≠ 0, � ≠ −1 
 � ≠ 1: 
 

��� − 1 � ���� − 1 � + 1 �� + �0 1 �� + 2�    12� + 2� ⇒ ��� → �� − ��� ⇒  

 

⇒ ��� − 1 � ��0 1 �0 1 �� + 2�    11� + 2� ⇒ �� → � − ��� ⇒  

 

⇒ ��� − 1 � ��0 1 �0 0 �� + �    11� + 1� ⇒ � = DE�DFED = DE�D�DE�� ⇒ � = �D.  

 
 + � · �D = 1;   
 + 1 = 1 ⇒ 
 = 0. ��� − 1�� + �� · �D = 1; ��� − 1�� = 1 − �; 
 �� + 1��� − 1�� = −�� − 1�;  �� + 1�� = −1 ⇒ � = G�DE�. 

 08;H-,ó': � = G�DE� , 
 = 0, � = �D , ∀� ∈ & − �−1, 0, 1�. 
 



 Resolvemos ahora para � = 1. El sistema resulta 
     
 + � = 12
 + 2� = 2  
 + 3� = 3%, equivalente al 

sistema 
  
 + � = 1
 + 3� = 3L que es compatible indeterminado. Haciendo � = M:  

 

 
  
 + � = 1
 + 3� = 3L −
 − � = −1
 + 3� = 3  L ⇒ 2� = 2;   � = 1;   
 = 0. 

 08;H-,ó': � = M, 
 = 0, � = 1, ∀M ∈ &. 

 
********** 

  



2º) Demuestra que se cumple |N · O| = 0 para toda matriz A de dimensión 3 × 2, 

siendo O = Q1 0 10 1 2R. 

---------- 
 

 Sea la matriz N = �� :- S6 T�. 

 

N · O = �� :- S6 T� · Q1 0 10 1 2R = �� : � + 2:- S - + 2S6 T 6 + 2T�. 

 

 |N · O| = 0 ⇒ �� : � + 2:- S - + 2S6 T 6 + 2T� = 0; 
 �S�6 + 2T� + -T�� + 2:� + :6�- + 2S� − S6�� + 2:� − �T�- + 2S� −  
 −:-�6 + 2T� = �� + 2:��-T − S6� + �- + 2S��:6 − �T� + �6 + 2T���S − :-� =  
 = �-T − �S6 + 2:-T − 2:S6 + :-6 − �-T + 2:S6 − 2�ST + �S6 − :-6 +  
 +2�ST − 2:-T = 0. 
 
 También puede hacerse de la forma siguiente: 
 

�� : � + 2:- S - + 2S6 T 6 + 2T� = �� : �- S -6 T 6� + �� : 2:- S 2S6 T 2T� = 0 + 0 = 0. 

 
En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los 

determinantes: 
 
1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 
línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial. 
 
2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 
cero. 
 |N · O| = 0, ∀�, :, -, S, 6, T, -878 46 UH6"í� S67845"�". 

 
********** 

  



3º) Calcula la ecuación general del plano W perpendicular al plano X ≡ 2� − 
 − � −1 = 0, sabiendo que contiene al punto !�−1, 2, 1� y que la intersección de ambos pla-

nos es una recta paralela a " ≡ Z� + 
 − 2� − 3 = 0
 − � − 3 = 0          . 
 

---------- 
 
 La expresión de " por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 " ≡ Z� + 
 − 2� − 3 = 0
 − � − 3 = 0          ⇒ � = M;   
 = 3 + M;   � = 3 + 2M − 3 − M = M ⇒ 

 

⇒ " ≡ #� = M        
 = 3 + M� = M        . Un vector director de " es [\]]]⃗ = �1, 1, 1�. 

 
 También se puede obtener un vector director de " de la forma siguiente: 
 

Un vector director de la recta " es cualquiera que sea linealmente dependiente 
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que 
son '�]]]]⃗ = �1, 1, −2� y '�]]]]⃗ = �0, 1, −1�. 
 

[\)]]]⃗ = �, _ `1 1 −20 1 −1� = −, + ` + 2, + _ = , + _ + ` ⇒ [\]]]⃗ = �1, 1, 1�. 

 
 Un vector normal del plano X ≡ 2� − 
 − � − 1 = 0 es ']⃗ = �2, −1, −1�. 
 
 La expresión general del plano W pedido es la siguiente: 
 

 

W�!; [\]]]⃗ , ']⃗ � ≡ �� + 1 
 − 2 � − 11 1 12 −1 −1 � = 0;   
 −�� + 1� + 2�
 − 2� − �� − 1� − 2�� − 1� + �� + 1� + �
 − 2� = 0;  

 3�
 − 2� − 3�� − 1� = 0;   
 − 2 − � + 1 ⇒ W ≡ 
 − � − 1 = 0. 

 
********** 

  



4º) Encuentra los puntos de la recta " ≡ Z3� − 
 + � − 6 = 0� − 
 + 3� − 8 = 0 que son centro de una 

esfera de radio 3, tangente al plano W ≡ 2� + 2
 − � − 7 = 0. 
 

---------- 
 
 La expresión de " por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

        " ≡ Z3� − 
 + � − 6 = 0� − 
 + 3� − 8 = 0 ⇒ � = M ⇒ 3� − 
 = 6 − M� − 
 = 8 − 3ML 3� − 
 = 6 − M      −� + 
 = −8 + 3ML ⇒ 

 ⇒ 2� = −2 + 2M;   � = −1 + M;   
 = � − 8 + 3M = −1 + M − 8 + 3M ⇒  
 

⇒ 
 = −9 + 4M ⇒ " ≡ #� = −1 + M  
 = −9 + 4M� = M              . 
 
 Un punto genérico de la recta " es !�−1 + M, −9 + 4M, M�. 
 
 Se tiene que cumplir que la distancia S�!, W� = 3. 
 

La distancia del punto !f��f, 
f, �f� al plano N� + O
 + 1� + 2 = 0 viene dada 

por la fórmula S�!f, W� = |ghiEjkiElmiEn|√gFEjFElF .  

 
Aplicando la fórmula al punto !�−1 + M, −9 + 4M, M� y plano W ≡ 2� + 2
 −� − 7 = 0: 
 

 S�W, !� = 3 ⇒ |�·�G�Ep�E�·�GqE3p�GpGr|s�FE�FE�G��F = |G�E�pG�tEtpGpGr|√3E3E� = |G�rEqp|√q = 

 = |G�rEqp| = 3;  |−27 + 9M| = 9;  |−3 + M| = 1 ⇒ Z−3 + M = 1 → M� = 43 − M = 1 → M� = 2   . 
 

  M� = 4 ⇒ #� = −1 + 4 = 3  
 = −9 + 16 = 7� = 4                       % ⇒ !��3, 7, 4�. 

 

  M� = 2 ⇒ # � = −1 + 2 = 1  
 = −9 + 8 = −1� = 2                       % ⇒ !��1, −1, 2�. 

 
********** 

   



5º) Sea la función T��� = 46' Qu3 · v �hR. 

 �� Demuestra que la función es continua en el intervalo w�x , 6y. 
 :� Demuestra que existe un valor � ∈ Q�x , 6R tal que T)��� = x√��GxF. Enuncia el/los re-

sultado(s) teórico(s) utilizado(s), y justifica su uso. 
 

---------- ��  
 Las funciones 46' H y cos H existen y son continuas para cualquier valor real de �. Siendo H = ℎ���, demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que es continua 

la función ℎ��� = u3 · v �h. 

 

 La función ℎ��� = u3 · v �h es continua en w�x , 6y por ser � ∈ w�x , 6y ⇒ � > 0 y, en 

consecuencia 
�h > 0, teniendo en cuanta que la función logaritmo neperiano está defi-

nida en �0, +∞�. 
 �H6S� S67845"�S8 UH6 T��� = 46' Qu3 · v �hR  64 -8'5,'H� 6' w�x , 6y. 
 :�  T��� = 46' Qu3 · v �hR = 46' H ⇒ T)��� = H) · cos H.     (*) 

 H = u3 · v �h = u3 · �v1 − v�� = u3 · �0 − v�� ⇒ H = − u3 · v�. 

 H) = − u3 · �h = − u3h. Sustituyendo en (*): 

 T)��� = − u3h · cos Qu3 · v �hR. 

 

 La función T)��� es continua en Q�x , 6R por ser producto de dos funciones conti-

nuas en Q�x , 6R y teniendo en cuenta el aparado anterior. 

 
Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Dar-

boux, que dice que, “si una función es continua en un intervalo ��, :� toma todos los 
valores comprendidos entre T��� 
 T�:� al menos una vez”. 
 T)���� = − u·x3 · cos Qu3 · v6R = − u·x3 · cos u3 = − u·x3 · √�� = − u·x√�t ≅ −1,51.  

 T)�6� = − u3x · cos Qu3 · v �xR = − u3x · Q− cos u3R = u3x · √�� = − u√�tx ≅ −0,20.  



Demostrar lo pedido, según lo anterior, equivale a demostrar que: 
 T)���� < x√��GxF < T)���� ⇒ −1,51 < x√��GxF < −0,20. 

 

Siendo 
x√��GxF ≅ −0,60, se cumple, en efecto, que: −1,51 < −0,60 < −0,20. 

 �H6S� 9"8:�S8 UH6 6�,456 � ∈ Q�x , 6R  5�; UH6 T)��� = x√��GxF. 
 

********** 
  



6º) Calcula los siguientes límites: limh→E� Q hFhFEhG�R�hG�
 y  limh→f �x�G��F��hE��Gh. 

 
---------- limh→E� Q hFhFEhG�R�hG� = 1� ⇒ C'S.  5,98 'º 6 ⇒ limh→� QhFEhG�GhE�hFEhG� R�hG� =  

 

= limh→� QhFEhG�hFEhG� + GhE�hFEhG�R�hG� = limh→� Q1 + GhE�hFEhG�R�hG� = limh→� �1 + ��F��������
��hG� =  

 

= limh→� �1 + ��F��������
���hG��·�F�������� · �����F���� = limh→� ��1 + ��F��������

��F�������� �
��hG��· �����F���� =  

 

= � limh→� �1 + ��F��������
��F�������� �

�F�F�F������F���� = � limh→� �1 + ��F��������
��F�������� �

�F�F������F���� =   

 = 6 ����→��F�F������F���� = 6G� ⇒ limh→E� Q hFhFEhG�R�hG� = �xF. 
 

  limh→f �x�G��F��hE��Gh = �xiG��F��fE��Gf = ��G��F�� = ff ⇒ C'S. ⇒ �v′�85,9�;� ⇒  

 ⇒ limh→f �·�x�G��·x�����G� = limh→f �x�·�x�G���������� = limh→f �x�·�x�G������� = �·xi·�xiG���ii�� = �·�·fi� = ff ⇒  

 ⇒ �v′�85,9�;�  ⇒ −2 · limh→f xF�Gx����� = − 2 · limh→f �xF�Gx�
�·�������·������F = − 2 · limh→f �xF�Gx�����������F =  

 = −2 · limh→f �xF�Gx�������F = − 2 · �xiGxi��i���F = −2 · �·�G�� ⇒ limh→f �x�G��F��hE��Gh = −2.  

 
********** 

  



7º) Sea la función T��� = v Q46' uh� − cos uh� R. 

 �� Demuestra que la función es continua en el intervalo �2, 4�. 
 :� Demuestra que existe un valor � ∈ �2, 4� tal que T��� = 0. Enuncia el/los resul-
tado(s) teórico(s) utilizado(s), y justifica su uso. 
 

---------- ��  
 Considerando las funciones trigono-
métricas (��� = 46' uh�  y ℎ��� = -84 uh� , 

cuyas gráficas, de forma aproximada, se 
expresan en la figura adjunta en torno al in-
tervalo �2, 4�, se observa que, en el men-
cionado intervalo, todas las ordenadas de la 
función (��� = 46' uh�  son mayores que 

las correspondientes ordenadas de la función ℎ��� = -84 uh� , por lo cual se puede de-

ducir que la función ���� = (��� − ℎ��� es tal que ���� > 0, ∀� ∈ �2, 4�. 
 
 Para la representación gráfica se ha tenido en cuenta lo siguiente: 
 
 (��� = 46' uh� = 0 ⇒ uh� = W;  h� = 1 ⇒ � = 6. 

 

 ℎ��� = -84 uh� = 0 ⇒ uh� = u� ;   h� = �� ⇒ � = 3. 

 
 La función ���� es continua en R, por ser función diferencia de dos funciones 
continuas en R. 
 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función logaritmo neperiano es �0, +∞�, de todo lo anterior se deduce, y como se quería demostrar que: 
 v� TH'-,ó' T��� = v Q46' uh� − cos uh� R  64 -8'5,'H� 6' �2, 4�. 

 :�  

 A la función T��� = v Q46' uh� − cos uh� R le es aplicable el teorema de Bolzano, 

que dice que “si T��� es una función continua en ��, :� y toma valores de distinto signo 
en los extremos del intervalo, entonces ∃- ∈ ��, :� tal que T�-� = 0” 
  

        T�2� = v Q46' �u� − cos �u� R = v Q46' u − cos u R = v Q√ � − ��R = v √ G�� < 0.  

 

        T�4� = v Q46' 3u� − cos 3u� R = v Q46' �u − cos �u R = v Q√ � + ��R = v √ E�� > 0.  

� 

�  2 4 6 

1 

−1 

(��� = 46' W�6  

ℎ��� = -84 W�6  



�H6S� S67845"�S8 UH6 6�,456 � ∈ �2, 4� 5�; UH6 T��� = 0. 

 
********** 

  



8º) Calcula el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de estas dos fun-
ciones:  T��� = � − 3� − 2  y  (��� = � − 2. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las raíces de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 
 T��� = (��� ⇒ � − 3� − 2 = � − 2;  � − 4� = 0;   ���� − 4� = 0 ⇒ 
 
 ⇒ �� = −2, �� = 0, � = 2. 
 
 Considerando el valor � = −1 ∈ �−2, 0�: 
 

 
T�−1� = �−1� − 3 · �−1� − 2 = −1 + 3 − 2 = 0(�−1� = −1 − 2 = −3                                                   L ⇒ T�−1� > (�−1�. 

 
 Considerando el valor � = 1 ∈ �2, 0�: 
 

 
T�1� = 1 − 3 · 1 − 2 = 1 − 3 − 2 = −4(�1� = 1 − 2 = −1                                        L ⇒ (�−1� > T�−1�. 

 
 De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 
 0 = ¡ �T��� − (���� · S�fG� + ¡ �(��� − T���� · S��f =  
 = ¡ ��� − 3� − 2� − �� − 2�� · S�fG� + ¡ ��� − 2� − �� − 3� − 2�� · S��f =  
 = ¡ �� − 3� − 2 − � + 2� · S�fG� + ¡ �� − 2 − � + 3� + 2� · S��f =  
 = ¡ �� − 4�� · S�fG� + ¡ �4� − � � · S��f = wh¢3 − 3hF� yG�

f + w3hF� − h¢3 yf
� =  

 = wh¢3 − 2��yG�
f + w2�� − h¢3 yf

� = 0 − w�G��¢3 − 2 · �−2��y + Q2 · 2� − �¢3 R − 0 =  

 = −4 + 8 + 8 − 4 ⇒ 0 = 8 H�. 
********** 

 


