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Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

MATEMATICAS I

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro r
a y resuélvelo en los casos en que sea compatible.

(a>?—1Dx+ay+a?z=1
(a>—Dx+(a+1Dy+ (a>+a)z = 2.
y+ (@*+2a)z=a+2

Menciona el resultado teérico empleado Y justifica su uso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
al—-1 a a? al—-1 a a? 1
M=|a*?-1 a+1 a?*4+a | M=[a?-1 a+1 a%*+a 2 |
0 1  a*+2a 0 1 a?+4+2a a+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:

2

a’?—1 a a
IM|=1a?2 -1 a+1 a?+al|=2{FKL->F—-F}>
0 1 a’ + 2a
a’*—1 a a? 1 4
>l 0 1 a |=@-D-|; , = (a® - 1)(a® +2a — a) =
2 1 a“+2a
0 1 a“+ 2a

=@ -1D@*+a)=ala+1)?*@(@—-1)=>a,=0,a,=—1,a; = 1.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
a+0

Para {a * —1} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.
a#+1
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NN =

Paraa=0=>M’=<— ):RangM’:{Cl,CZ,C4}=>

[

-1
= (-1 =—2—14+2=—-1+#0= Rang M' = 3.

NN =

_ o

Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

f 0 -1 1 1
M’=<0 0 0 2>=>{CZ=—C3}=>RangM’=2

_ 0O 1 -1 1
Paraa = —1 = < 0 1 1

M=<0 0 0)=>RangM=1
\ 0 1 -1

Paraa = —1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

0 1 11
Paraa=1=>M’=<O 2 2 2>=>{C3=C4}=>RangM’=2
0 1 3 3

Para {aazz 1

}=>RangM = Rang M' = 2 <n%incbdg.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, parg& 0,a # —1ya # 1:

a’?—1 a a? 1
a’—1 a+1 a*+a 2 >{FKL->F—-F}>
0 1 a’+2a a+2

a’—1 a a? 1
= 0 1 a 1 >{l->FK-F}=>
0 1 a’+2a a+2

a*—1 a a? 1
a+1 a+1 1
= 0 1 a 1 = Z = = $Z=E.

a’+a  a(a+1)
0 0 a’?+a a+1

y+a-%=1; y+1=1=>y=0. (az—l)x+a2-§=1; (@*—Dx=1-gq
@a+D@a-Dx=—-(a—1); (a+Dx=—-1>x=—

a+1’

o — L -1 _
Soluczon.x—a+1,y—O,Z—a,‘v’aER {-1,0,1}.




y+z=1
Resolvemos ahora patta= 1. El sistema resultay + 2z = 2;, equivalente al
y+3z=3

: +z=1
sistema ” .7

) 43z = 3} gue es compatible indeterminado. Haciendo A:

y+z=1} —y—z=-1

y+3z=3§ y+3z=3 }”22:2: z=1, y=0.

Solucion: x = A4,y =0,z =1,VA €ER.
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2°) Demuestra que se cumpgke- B| = 0 para toda matriz A de dimensiénx 2,

siendoB=((1) (1) ;)

a b
Sea la matrid = (c d).

e f
a b a b a+2b
A-B=<c d>((1) (1) ;)=<c d c+2d>.
e f e [ e+?2f
a b a+2b
|JA-B|=0=>|c d c+2d|=0;
e [ e+2f

ad(e + 2f) + cf (a + 2b) + be(c + 2d) — de(a + 2b) — af (c + 2d) —
—bc(e + 2f) = (a + 2b)(cf — de) + (c + 2d) (be — af) + (e + 2f)(ad — bc) =
= acf — ade + 2bcf — 2bde + bce — acf + 2bde — 2adf + ade — bce +
+2adf — 2bcf = 0.

También puede hacerse de la forma siguiente:

a b a+2b a b a a b 2b
c d c+2d|l=|c d c|+]|c d 2d|=0+0=0.
e [ e+?2f e [ e e [ 2f

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de lo
determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en di
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elem
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor
cero.

|A-B| =0,Va,b,c,d,e,f,como se queria demostrar.
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3°) Calcula la ecuacion general del planperpendicular al plan@ = 2x —y — z —
1 = 0, sabiendo que contiene al putG-1, 2, 1) y que la interseccién de ambos pla-

x+y—2z—-3=0
nos es una recta paralela = { _ :
y—z—3=0

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

—27-3=0
rs{”y 2-3=0 Ak y=344 x=3421-3—-1=1>
y—z—3=0

x=A

=>7r = {y =3+ A Un vector director de esv, = (1,1, 1).
z=A

También se puede obtener un vector director die la forma siguiente:

Un vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, gt
sonn; = (1,1,-2)yn, = (0,1,-1).

i)k
vi=[1 1 =2|=—i+k+2i+j=i+j+k=>7=(1,11).
01 -1

Un vector normal del plam@=2x —y—z—1=0esn = (2,—1,—1).

La expresion general del plangedido es la siguiente:

x+1 y—2 z-1
n(P; vo,n) =| 1 1 1 |=0;
2 -1 -1

—(x+1D)+2(y-2)—-(z-1D)-2z-D+x+1D+(y—-2)=0;

3(y—-2)—3(z—-1)=0; y—2—z+1=>n=y—2z—1=0.
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3x—y+z—6=0
x—y+3z—8=0
esfera de radio 3, tangente al plang 2x + 2y —z—7 = 0.

4°) Encuentra los puntos de la rect= { gue son centro de una

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

_{3x—y+z—6=0=> _/1=>3x—y=6—/1}3x—y:6—1 }:>
"Zlx—y+3z-8=0"7%" x—y=8-31) -—x+y=-8+31

=>2x=-2+4+24 x=-14+4 y=x—-8+31=-14+1-8+31=>

x=—14+A1
:)y:—9+4ﬂ. @TE{y=—9+4/‘L
z=A

Un punto genérico de la reataesP(—1 + A, —9 + 44, 1).
Se tiene que cumplir que la distandi@, T) = 3.

La distancia del punt®, (x,, o, z,) al planadx + By + Cz + D = 0 viene dada

P |Ax0+By0+CZO+D|
or la formulad (P, w) =
P (Po, ) VAZT+BZ+C2

Aplicando la formula al punté(—1 4+ A,—9 + 44, 1) y planor = 2x + 2y —
z—7=0:

_ |2-(=142)+2-(=9+4A)-A—7| _ |-2+2A-18+8A—-1-7| _ [-27+9A] _
d(m,P) =3 = FeTIvany = et =—F =
_|-27+491] —3+1=1-14=4

- _&|—m+9m=9;ks+m=1:{

3 3—A=1-1,=2 "

x=—-14+4=3
h=4z%y=—%¥%=7}3ﬂ8ﬂA)
z=4
x=-14+2=1
Az =2= {y =-94+8 =:__1} :>.P2(1,_'1,2).
z=2

*kkkkkkkkk



1

59 Sea la funciéfi(x) = sen (% : L;).

., . . 1
a) Demuestra que la funcion es continua en el mtev{\zale)].

V2 .
——. Enuncia el/los re-

b) Demuestra que existe un vatoe e,e) tal quef'(a) =
sultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

a)
Las funcionesen u y cos u existen y son continuas para cualquier valor real de
x. Siendou = h(x), demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que es continuz

la funciénh(x) = % : L%.

La funciénh(x) = % . Li es continua eE,e] por serx € E,e] =>x>0y, en

.1 . ., . . , .
consecuencia > 0, teniendo en cuanta que la funcion logaritmo neperiano esta defi-
nida en(0, +).

Queda demostrado que f(x) = sen (% - L %) es continua en E, e].

b)
f(x)=sen(%-Li)=senu=>f’(x)=u’-cosu. *)
T 1 T T T
u—ZL;—Z(L1—Lx)—Z(O—Lx)=>u——ZLx
u =——-—=—%. Sustituyendo en (*):
' N Tl
f) = 4x COS(4 Lx)'

La funcionf’(x) es continua e@, e) por ser producto de dos funciones conti-

1 . .
nuas er(;, e) y teniendo en cuenta el aparado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios 0 desigualdad de Dz
boux, que dice que, “si una funcion es continua en un intefgahd toma todos los
valores comprendidos entféa) y f(b) al menos una vez”.

f’(é) - _%'COS(E'LB) - _%‘COS%= _me 2 _mevz, —1,51.

f'(e) = —:—e-cos(%-Li) = —ie- (—cosz) S —n—eZE —0,20.



Demostrar lo pedido, segun lo anterior, equivale a demostrar que:

ev2

7

/ ev2 /
') < —=<f ()= -151< — < —0,20.
Siendo% = —0,60, se cumple, en efecto, quel,51 < —0,60 < —0,20.
. 1 , ev2
Queda probado que existe a € (Z,e) tal que f'(a) = s
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(2 y L

6°) Calcula los siguientes limite$im :
x2+x-1 x—0 L(x+1)—x

xX—+00

2 2x—1 2 2x—1
: X , . xX“+x-1-x+1
lim (—) = 1% = Ind. tipon2e = lim (—) =
Xx—+oo \x2+x—1 x—300 x24x—1
2x-1
. x%+x—1 —x+1 \2*71 . —x+1 \2x~1 . 1
= lim = lim (1+4+—— =lim|14+———
x>0 \XZ2+x—-1  x2+x-1 X —00 x2+x-1 X —00 xc+x-1
—x+1
—x+1
x24x-1 —x+1 w2 ax-1 XDz
(2x-1)- —x+1 x2+x—1 —xX+1
. 1 . 1
= g {1+ s = lim {1+ 5 =
—x+1 —x+1
—2x242x+x—-1 —2x%43x—1
X24x-11 x24x—1 x24x-17 x24+x-1
1 —x+1 " —x+1
= |im |1+ =5 = (Im |1+ =
—x+1 —x+1
Hn1_2x2+3x_1 X2 2x—1 1
= x>0 xZ+x-1 =— 6_2 = lim (_) = —,
X—4o0 \x2+x—-1 e?
. (e¥-1)? (e%-1)? a-1% o .
= = = - = Ind.= {L'Hotipal} =
x>0 L(x+1)—x  L(0+1)-0 L1 0
. 2-(e*-1)-e* . 2e%(e*-1) . 2e*(e*-1) 2-e%(e®-1) 2-1-0 0
= lim————— = lim——=— = lim — = — =5 =5
=0 it =0 S 20 o 0+t 1
2Xx X 2X X 2x X
. . e*—e . 2e%*—e . 2e**—e
= {L’Hotlpal} = -2 llmT =—2" llmm =—2- llmw =
20 S X0 — 2 =0 iz
. 2e%¥—e¥ 2e0-¢0 2:1-1 . (e¥-1)?
=—2-11mf=—2-f=—2- ﬁllmm=—2.
=0 Gz (0+1)2 x>0
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7°) Sea la funcidrfi(x) = L (sen ”—6x — cos ”—6’“)
a) Demuestra que la funcion es continua en el intef\zaky.

b) Demuestra que existe un vae (2,4) tal quef(a) = 0. Enuncia el/los resul-
tado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

a

: Considerando las funciones trigono- I g(x) = sen %
métricasg (x) = sen n—6x y h(x) = cos n—6x, 1 — /
cuyas graficas, de forma aproximada, se?< .
expresan en la figura adjunta en torno al irf? 2 4 6 X
tervalo(2,4), se observa que, en el men1| X S~
cionado intervalo, todas las ordenadas de lal ") =¢{s

funcién g(x) = sen 7% son mayores que
las correspondientes ordenadas de la func{@n = cos ”—6" por lo cual se puede de-
ducir que la funciénr(x) = g(x) — h(x) es tal quer(x) > 0,Vx € (2,4).

Para la representacion grafica se ha tenido en cuenta lo siguiente:

X X X

gx)=sen —==0=>—=m; ==1=>x=6.
6 6 6
X X T X 1

h(x) =cos ==0=>—===-; ===-=>x = 3.
6 6 2’ 6 2

La funciony(x) es continua en R, por ser funcion diferencia de dos funciones
continuas en R.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién logaritmo neperiano es
(0, +0), de todo lo anterior se deduce, y como se queria demostrar que:

La funcion f(x) = L (sen n—6x — cos n—6x) es continua en (2,4).

b)
A la funciénf (x) = L (sen = — cos 7%) le es aplicable el teorema de Bolzano,

que dice que “sf(x) es una funcién continua ém b] y toma valores de distinto signo
en los extremos del intervalo, entongese (a, b) tal quef(c) = 0”

f(2) :L(sen 2?ﬂ—cos%n) :L(sen %—cosg) =L(§—%) :L$< 0.
f(4) =L(sen 4?ﬂ—cos%n) = L(sen 2?ﬂ—cosz?n) = L(§+%) = L\E;l > 0.



Queda demostrado que existe a € (2,4) tal que f(a) = 0.
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8°) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos f
ciones: f(x) =x3-3x—-2 y g(x) =x — 2.

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las raices de
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones.

f)=gx)=>x*-3x—-2=x-2; x*—4x=0; x(x?—4)=0=
= X1 = _z,xz == 0,x3 = 2.
Considerando el valar= —1 € (—2,0):

Ay = (=13 2 (=1 — D — o
gE_B:(_fzzj_g 1) -2 14+3-2 0}=>f(—1)>g(—1),

Considerando el valor=1 € (2,0):

f)=13-3-1-2=1-3-2=-—

g =1-2=-1 1o 40> r-1)

De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:
S = [LI[f() = (0] - dx + [ Tg(x) — f(0)] - dx =
=[0I =3x—2) — (x = 2] -dx+ [ [(x —2) — (x* = 3x — 2)] - dx =
=f_oz(x3—3x—2—x+2)-dx+f02(x—2—x3+3x+2)-dx=

x*  ax2]° ax?  x*)?

_ (0.3 _ ) 2 a3) .y = | AT X _x | =
= [, (x° —4x) - dx + [ (4x — x°) dx—[4 . _2+[2 i, =

-2 o -3 -0 [ -2 ] (<) o

=—4+8+8—-4>5=8u
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