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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera regp@ndna sola de las dos
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuai#dlas dos cuestiones de cada
bloque es la misma.

BLOQUE 1

1°) a ) Definir a qué se llama rango de una matriz.

a all
b ) Encontrar, en funcion de los valores de aamyjo de lamatriA=|1 a a 1|.
1 1 a a

a)

Todas las matrices, mediante transformacioneseglies, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cuakrse tiilas nulas estan situadas en
la parte inferior de la matriz y, en las filas ndas, el primer elemento distinto de cero
de una fila esta situado mas a la derecha quenetéipelemento diferente de cero de la
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el numefitadeno nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una mestalonada equivalente a A.

También puede definirse el rango de una matrizpateterminante, para lo cual
es necesario definir menor de orden k de una n@iezes el determinante de cualquier
submatriz cuadrada de orden k que se puede fondos elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayoranguie puede formarse que
sea distinto de cero.
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b)
aall
Para determinar el rango de=|1 a a 1| estudiamos sistematicamente las
1 1 a a
distintas columnas:

a a 1
{c,c,,c}=1|1 a a|=a*+1+a*-a-a’-a’=a*-a’-a+1=0 ;;
1 1 a
a =1
a’(a-1)-(a-1)=0;; (@a-1)@>-1)=(a-1a+1)a-1)=(a-1*(a+1)=0=
a,=-1
a a l a =1
fc.c,.cl=]1 a 1/=a*+1+a-a-a-a’=a’-a’-a+1=0 =
1 a,=-1
al 1 a1:1
c,,c,,c}=|a a 1|=a*+a*+1-a-a*-a’=a’-a*-a+1=0 =
1 a a a,=-1
azl _
Para {ai_l}:Rango A=3
1111
Paraa=1= A=|1 1 1 1| = RangoA=1
1111
-1 -1 1 1

Paraa=-1= A=| 1 -1 -1 1| = RangoA=2
1 1 -1 -1
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2°) Determinar un vectov de R®, sabiendo que:
--- La suma de sus coordenadas es 3.

—_—

--- v es combinacion lineal de los vectores= (2, 2, 2) y w=(-1 1, 0).

--- Los vectoresa =(1,0,1) y b =(0,1 0) y v son linealmente dependientes.

Sea el vector pedide = (x, vy, z).

Por la primera condicion tiene que sex+y+z=3 (1)

De la segunda condicion se deduce que el coni@nta, W} tiene rango 2:

X
2
-1

RN

z
2/=0;; —2y+2z+2z2-2x=0;; x+t+y-2z=0 2
0

Por Gltimo, de la tercera condicién, rangdde a, E}: 2:

Xy z
1 0 1|=0;;, z—x=0;; x—-z=0 3
010

De la ecuacion (3) se deduce gque x = z. Sustitleyen las ecuaciones (1) y (2):

x+y+z:3} 2x+y:3} 2x+y:3}

X+y-2z=0[ -x+y=0[ x-y=0 = 3x=3;, x=2z=1;; y=1

El vector pedidoes v =(1, 1, 1)
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BLOQUE 2
1°) a ) Definicion de parabola.

b ) Encontrar la ecuacion de la parabola que pemdoco el punto F(-1, 1) y por direc-
triz la recta de ecuacion=x-2.

a)

Se define como parabola al lugar geométrico deumgos del plano que equidis-
tan de un punto fijo, llamado foco, y de una rdietmada directriz. A la distancia del
punto foco a la directriz se le llama parametro.

La recta perpendicular a la directriz que pasaepéoco es el eje de la pardbola y
el punto de interseccion del eje con la parabolmase vértice.

El parAmetro es el valor que determina las dinoees de la pardbola ya que, de
la definicién se deduce, todas las parabolas sorjaates.

b)
La representacion gréafica de la parabola es ladigdjunta.
YA

N
)

|
o

Directriz d=x-y-2=

Por definicion de parabola e§P = PQ.

PQ=(x+1)f +(y-1)° =x* +2x+1+y* -2y +1=/x* +y* +2x-2y +2=PQ

La distancia de un punto P(x, y) a una rectaAx + By +C =0 viene dada por la



| Ax+By+C|

Aplicando la formula al caso que nos ocupa:

formula: d(P, r)

_x=y-2| _|x-y-2| |x-y-2| —

QP= _ _ &
R oY vy, e N T
P_Q:Q_P:>Jx2+y2+2x—2y+2:%;;

(el wleesea)
20 +y? +2x-2y+2)=X* +y* +4-2xy-4x+4y ;]
2x7 +2y* +Ax—4y+4=x* +y? —Ax+4y-2xy+4 ;;

x> +y® +8x-8y-2xy=0
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2°) a ) Determinar la distancia del punto P(12,1)1a la recta r que pasa por Q(1, 1, 1)
y tiene como vector directov = (3, 4, 0).

b ) Encontrar el punto (o puntos) de la recta r @udeterminan) junto con P y Q un
triangulo de area 50 unidades cuadradas.

a)
Xx=1+3/
La recta r, expresada por unas ecuaciones pareasatsr =<y =1+4J.
z=1
oPoyv]
Sabiendo que la distancia de un punto a una esciéP, r) :T, siendo
\'
Q un punto cualquiera de la rectasyun vector director de la recta.
Un punto de r es Q(1, 1, 1) y un vector directeeqe serv = (3 4, 0).
QP=P-Q=(12 -1 1)-(1 1 1)=(11 -2 0).
Aplicando la formula:
ik
.11 -20
QPLV 3 4 0| |44+64] |50k
d(P, r):‘ — ‘: - - |:@:10u:d(P, r)
V| JEear0? VO+16+0 V25 5

b)

Como puede observarse existen dos triangulosuuelen la condicion impues-
ta. Como la altura de los triangulos es de 10 wagapara que el area sea de 50 unida
des cuadradas, la base tiene que tener 10 unidades; que se trata de hallar los pun-
tos Q y @ de r que disten 10 unidades de Q.

P




Los puntos de r son de la forrga(l+ 34, 1+44, 1).

QQ, =(1+31 -1 +(1+44-1)* =10 ;; (31)* +(41)* =10° ;; 9 +164* =100 ;;

250 =100 ;; =4 ;; A, =2 ;; A, =2

Q(7.91)yQ(5-71)
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BLOQUE 3

1°) Se considera la curwa= % Se pide:

a ) Dominio de definicion y cortes con los ejes.
b ) Asintotas, cortes con las asintotas y regiones.
c ) Valores de x en los que la curva puede presar@&imos 0 minimos relativos.

d ) Representacion aproximada.

(x-1)(x-2) al

x2+1

e ) Determinar, si existen, los valores de x erglos la funcionf (x) =

canza el maximo y el minimo absolutos, justificafedoespuesta.

a)
Por tratarse de una curva racional su dominiotsdas los valores reales de x,
excepto aquellos que anulen el denominador. Cetaal # 0, OxOR, el dominio de la

curva es R.
Los puntos de corte con los ejes son:

EieX: y=0= (x-1)(x-2)=0;; x,=1;; x, =0= A1, 0) y B(2 0)

(0-1)(0-2)

.l T2 c(o, 2)

EjeY: x=0 = y=

b)
Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabddicuas.

Asintotas horizontales: Son los valores de y caantienen a mas infinito y a
menos infinito:

lim (x—l)(x—2): lim (X—l)(X-Z)Zl:y

y_X_>+oo x2+1 X > —o0  X*+1 —

Asintotas verticales: Son los valores de x quéaanel denominador.

No existen asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: Solamente tienen asintotdasu@d las curvas racionales cuyo
numerador tiene por grado una unidad mayor queredminador.




No existen asintotas oblicuas.
Los cortes de la asintota con la curva son lagewies del sistema formado por
las ecuaciones de ambas:

x?+1

(x-1)(x-2) )(x—
X2+1 :w:lh X2_3X+2:X2+1”3X:1”X::_:;:D(:_]g.’lj

y=1
Una region de una curva es la porcion limitadaeedos lineas verticales, por lo
cual, como no tiene asintotas verticales, la caavace de regiones.

c)
Los maximos y minimos relativos son:

— (2X_3)(X2 +1)—(X2 _3X+2) . 2X _ 2X3+2X_3X2 _3_2X3+6X2 — 4% _
y (Xz + 1)2 (X2 N 1)2
:M: '

(x2+1)2

Para que la funcion presente maximos o minimagives es necesario que se

anule la primera derivada:

_2+4+36 _2++/40 _2+2/10 1+4/10

y'=0= 3x*-2x-3=0;; x=
6 6 6 3

Los valores de x para los que pueden existir masignminimos relativos de la

curva son:
_1-410 _1+4/10
1T 3 y 2 = 3
d)
La representacion aproximada de la funcidon esidasigue.
Y
e~




e)
Para determinar, si existen, los valores de x es ¢ue la funcién

Xx=1)x-2 - ..
f(x)= %&l) alcanza el maximo y el minimo absolutos tenemasuenta la con-
X
tinuidad de la funcion en su dominio, que es R.
Por otra parte, la primera derivada admite solaendos soluciones, lo que signi-

fica, necesariamente, que tiene un solo maximo solomminimo, que son, en este caso,
maximo absoluto y minimo absoluto.

Lo anterior se puede observar claramente en fecgde la funcion.
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2°) Determinar las dimensiones de los lados y eh &el rectangulo de area maxima

que, teniendo uno de los lados sobre el didmeadrpusde inscribir en un semicirculo de
2 metros de radio.

Siendo a y 2b las dimensiones del rectangulo
S Su area es:

S=2a-b = maximo

2h— =

Del triangulo rectangulo mas sombreado de la
figura se deduce que:

2°=a’+b* ;; 4=a*+b* ;; b=+v4-a®. Sustituyendo en la superficie:

S=2a-b=2a-4-a? =2J4a% -a*

— 3 — 3 _ 2 _ 2
S=o. 8a-4a” _ 8a-4a’ _8-4a ’ S':O:>8 4a —0::8-4a2=0 ::
2VJ4a? -a* aa-a® Va-a? 4-3a’°

a’=2; a=+2 ;; b=vJ4-2=42=b=a

Justificacion de que se trata de un maximo:

~gava-a® -(8-4a%) 22 _gai-a’ ,alg-42’)

g= 874 | o 2J4-a> _ 4-a°  _
V4-a’ (\/4—::12)2 4-a’

:—8a(4—a2)+a(8—4a2):—32a+8a3+8a—4a3: 4a® - 24a _ 4a(a2—6) _
(4-a%)Va-a? (4-a%)Va-a? (4-a°)Va-a> (4-a°)Va-a?

_ 4a(a2 —6)\/4—32 _ g
()

. 4J2(2-6)V4-2 _-32 . .
S) = ((4_2))2 = =-8<0= Méax cg.j.

El valor de la superficie e8=2a-b=2-4/2-4/2=4u’=S

La basetiene 2v/2 metros y la altura J2 metros
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BLOQUE 4

1°) Si f y g son funciones continuas y positivagkimtervalo [a, b], justificar, mediante
argumentos geomeétricos, si las siguientes afirmasicon ciertas.

i) jif(x)-dxzo.

a

u)j[f +g(x)] - dx = jf dx+ig(x) dx

m)j[f g(x)] - dx = jf dx - [ g(x) - dx.

iv) Ef(x)-dx+J§f(x)-dx:z'f(x)-dx, cO(a, b).

Si alguna es falsa, poner un contraejemplo.

YA
b
i) [f(x)-dx=0 = Cierta.

a

La superficie existe en todos los casos, excepto | i il
en el caso de ser f(x) = 0, en cuyo caso sera e o) 2 Iqo >
también se incluye en la condicion.

i) j[f +g(x)] - dx = J'f dx+JQg(x)-dx = Cierta.

YA YA

..... o) __
B
S .
m)j[f g(x)] - dx = jf T (x)-dx = Falsa.

Como contraejemplo, consideremos las funciongs=f(x y g(x) = 1 en el inter-



valo [1, 2].

f[f(X)-g(x)].dx:f(x ']-)'dXZJ%X-dXz[x]f :2—1:1_1,12

1

[y

Ef(X)-dX fg( cdx= jx dx - jl dx = { } [N —( j (2- 1)22 122

c b b

iv) [f(x)-dx+[f(x)-dx=[f(x)-dx cO(a b) = Cierta.

a
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2°) a ) Enunciar la Regla de Barrow.

b ) Determinar el area comprendida entre las cupvas® e y =+/x y la recta que pa-
sa por los puntos A(2, 4) y B(4, 2).

a)
El enunciado de la regla de Barrow es el siguiente

Si f(x) es una funcién continua en el intervalodpy F(x) es una funcién primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se veriicaiguiente igualdad:

Tf -dx=F(b)-F(a)
b) a

La ecuacion de la recta que pasa por los punt®dsdhly B(4, 2) es la siguiente:

v=AB=B-A=(42)-(2 4)=(2, -2) = m=—"-=-1=m

y-v,=m(x-%) = y-2=-1-(x-4)=-x+4 ;; y=-x+6

Los puntos de corte de la recta con las curvasosasiguientes:

y=X } = x*=-x+6;; xX*+x-6=0
y=-X+6

Xx=2-y,=4= A2 4
_-1:1+24 _-12425_-125 _ " V=4 = A2 4)

2 2 x,=-3-Yy,=9 = C(-3 9)
y=+x } = JX=-X+6;; Xx=x*-12x+36;; x*-13x+36=0
y=-X+6

X, =95y, =-3= D|(9, -3
_13+169-144 _13+y25_13+5 _ |” Ys D, -3
2 2 2 X,=4 -y, =2 = B(4 2)
Los puntos de corte de las dos curvas son:
- x, =0 - O(0, 0)
zzxf}:>J§:ﬁ;;x:ﬂ;;ﬂ—x:O;;Aﬁ—ﬂ:O::



La representacion gréafica de la situacion se sgpea la grafica adjunta.

C Y 4

=-x+6
T y :;zzi
_——-
\ B —
EL |
oN 1 2 4 X
T~
—
.hn.......
D

De la observacion de la figura se deduce queeal pedida es la siguiente:

2 4

3 3
2 X3 X2 X3
S= J;(X - ) dx+j[ X +6)— \/_] dx = ——g + —7+6x—§ =
2 1 2 2
m s 2 ) 4
_ x__2x\/§ N _x_+6x_2x\/§ _
'3 3 | | 2 3 |,
= §——4\/§ —(}—gj + (—8+24—l—6j— —2+12—£ =
3 3 3 3 3 3
_8_ i E 6———10+£—6—Z—Eu =S

3 3 3 3 3 3 3
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