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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera regp@ndna sola de las dos
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuai#dlas dos cuestiones de cada
bloque es la misma.

BLOQUE 1

1°) a ) Discutir, segun los valores del parametrel aiguiente sistema de ecuaciones
lineales:
ax+ty+z=a
X+y+z=a
y+az=2

b ) Resolverlo, si es posible, para el caso dd.a =

a)
allil alla
M=l11 1};;M': 111a
01 a 01 a?2
all
IM|=]1 1 1|=a’+l-a-a=a’-2a+l=(a-1°=0= a=1
01 a

Paraa#1 = RangoM = RangoM '=3=n°incognitas= Compatible Determinado

Xx+y+z=1
Para a = 1 resulta el sistema y+z=1}, equivalente a{(
y+z=2
puede observarse, tiene dos ecuaciones linealnmatgpendiente con tres incognitas,
lo cual significa que:

+y+z=1

y+z_2}, que como

Paraa=1 = RangoM = RangoM '=2<n°incognitas= CompatibleIndeterminado
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b)
y+z=0
Para a = 0 el sistema resulta el sistex¥ay +z=0 ;, cuyas soluciones son:
y=2
y=2;,y+z=0;;2+z=0;;, z=-2;; X+ty+z=0;; x+2-2=0;; X

0
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2°) a ) Definir el rango de una matriz.

b ) Si A es una matriz g OR, ¢,cuando se cumple gq&ango(aA) = RangoA. Justificar

la respuesta.
¢ ) Estudiar, en funcién de los valoresadeel rango de la matriz:

1 1 -1 -a
M=lag -1 1 a«a
1 1 1 a

a)

Todas las matrices, mediante transformacionesegl&ies, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cuakrse tiilas nulas estan situadas en
la parte inferior de la matriz y, en las filas ndas, el primer elemento distinto de cero
de una fila esta situado mas a la derecha quene¢ipelemento diferente de cero de la
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el nUmetfitadeno nulas.
El rango de una matriz A es el rango de una mesgalonada equivalente a A.

También puede definirse el rango de una matrizpateterminante, para lo cual
es necesario definir menor de orden k de una n@uiezes el determinante de cualquier
submatriz cuadrada de orden k que se puede fondos elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayoranepie puede formarse que
sea distinto de cero.

b)

Si A es una matriz yOR, ¢cuando se cumple que Ranga)(= Rango (A).
Justificar la respuesta.

Se cumple siempre quez 0.

El producto de una matriz por un numero distireaero es otra matriz que resul-
ta de multiplicar todos y cada uno de sus elemgrdog!| nimero, por lo tanto se puede
expresar:

Rango(aA) = Rango|a - (A)] = Rango(aA)=Rango(A), DaOR, a#0




1 1 -1 -a

C) M=lag -1 1 a«a
1 1 1 a«a

El rangc de M es:

1 1 -a

a, =0

M={C,C, Cl=|a -1 a :—0’—0’2+a’—a—a—a2:—2g(a+]_):0:>{al:_1

1 1 a 2

1 -1 -«a
M :>{Cl, C,, C4}:> a 1 al|=0 = {nga-cz}

1 1 «a

1 -1 -a
M={C, C,Cl}=|-1 1 al|=0 - {C,=a-C}

1 1 «a

az0
Para = Rangode M =3
azr-1

Paraa =0 y a =-1 existen menores de orden dos distintos de cerdapto:

Para { } = Rangode M =2

a=-1
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BLOQUE 2

1°) a ) Determinar el lugar geométrico de los psitel plano tales que la suma de sus
distancias a los puntos P(2, 0) y Q(1, 1) es catsigual a 2.
b ) ¢ Qué tipo de curva representa el lugar?

Sea el lugar geométrico A(x, y), donde A representodos los puntos del plano
gue cumplen la condicion del problema.

Sabiendo que la distancia entre dos puntos viada dor la férmula:

d=y(x, = %) +(y, - y.)

d(ﬁ)"'d(Q_A)ZZ = \/(X_2)2+(y_0)2 +J(X-1)2+(y—1)2 =2

UK —Ax+A+y? =2 X2 —2x+1+y2 —2y+1=2 ;;

X2+ Y2 —AX+A=4=4\ X7 +y? —2x—2y+2+ X2 +yE —2X -2y +2;;

A X2 +y? =2X=2y+2=2X=2y+2 ;; 2/x2 +yP —2X-2y+2=x-y+1;
4(x2 +y° —2x—2y+2):x2 +y? +1-2Xy+2X-2Y ;;
4Ax* +4y® —8x—8y +8=x"+y? +1-2xy+2x -2y ;;

3x* +3y* —10x— 6y +2xy+7=0

b)

Se trata de una elipse de focos P(2, 0) y Q(¥,cljya grafica aproximada es la
de la siguiente figura:

Y4 A(X, y)
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Xty—-z=2

2°) Encontrar la distancia del punto P(1, 1, B eettar E{
2x+y=1

La expresion de la recta r en unas ecuacionempétaas es:

rE{X+y_Z:2:>z:k;;{X+y:2+k:{_x_y:_2_k:>x:—l—k
2x+y=1 2x+y=1 2x+y=1
x=-1-k
2x+y=1;, y=1-2x=1-2(-1-k)=1+2+2k=3+2k=y = r=.y=3+2k
z=k
La distancia de un punto a una recta viene dadalgiguiente férmula:
QPOV ~
d(P, r):‘ ‘_,‘ ‘ siendo Q(-1, 3, 0) un punto de rw=(-1,2,1) un vector director
\'%
de larectar.
QP=P-Q=(111)-(-130)=(2-21)=QP
i)k
- 2 -21
\QPDV‘ -1 2 1| |-2i-j+4k-2k-2i-2j| |-4i-3j+2K]|
d(P, r) = — = = = =
‘v‘ JE1D2+22 + 12 G G

ud220u=d(P,r)

e (3 +2° _J16v9+4 _29 296 _ 174
V6 V6 V6 6 6
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BLOQUE 3
2
1°) Responder a las siguientes cuestiones refaitiasurvay = ;(2 131 :

a ) Dominio de definicion.

b ) Simetrias.

c ) Corte con los ejes.

d ) Asintotas.

e ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Maximos y minimos.

g ) Representacion aproximada.

a ) Dominio de definicion.

x*-4=0;; (x+2)(x-2)=0 = {

b ) Simetrias.

Por tratarse de una funcién par, es simétricaespecto a Y

c ) Corte con los ejes.

X = y=0= x*+3=0 = x0OR = La funcién no corta al eje X

Y = x=0= y:—§ = A(O, —§j
4 4

d ) Asintotas.

Asintotas horizontales: son los valores finitos tprea y cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

Asintotas verticales: son los valores de x queaamel denominador.

X =2
X, =—2

x*=4=0;; x2:4:>{




No tiene asintotas oblicuas. (Para que tengaosasnbblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que @b giel denominador).

e ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

y'= 2x(x2 —4)—2x(x2 +3) _ 2x(x2 -4-x° —3) . —14x
(Xz _4)2 (Xz _4)2 N 2

Por ser el denominador siempre positivo, solodiginos el numerador.

y'>0 = x<0 = Creciente (-, -2)0 (- 2,0)

—14x
xX? = 4)2

Y= =

y<0 = x>0 = Decrecien¢: (0,2)0(2, »)

f) Maximos y minimos.

=14 (x*-4) +14x -2.2x-(x* -4) _-14-(x*-4)+56x° _42x*+56 _
(x2 - 4)4 (x2 - 4)3 (x2 - 4)3

" _0 - yifo)=_26 __56 xi _4
y'=0= x=0;; y(O)—(_4)3— 64<O:> Méaximo = A{O, 3)
g ) Una representacion aproximada de la misma.
R
Jr2 0\
s BN
- o y=1: . . ~—
o :
AL ‘
g// \\gx -
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2°) Calcular las dimensiones de tres campos cuasirdel modo que: el perimetro de
uno de ellos sea triple del perimetro de otro,es®siten exactamente 1248 metros pare
vallar los tres y la suma de las areas de loctegos sea la minima posible.

El perimetro o longitud total es:

L = 4x+ 4-(3x)+4y =16x+ 4y =1248metros;; 4x+y =312;; y =312-4x
La superficie total, que tiene que ser minima, es:

S =S5 +S,+S, =x* +(3x)* + y? = x> +9x* +(312-4x)* =10x* + (312-4x)’ = S,

S, =20x+ 2 (312-4x) - (- 4) = 20x-8(312- 4x) =0 = 20x =8(312- 4x) ;;

5x = 2(312- 4x) =624-8x ;; 13x=624 ;; x:61—234:48:x

Los lados de los cuadrados de los campos son 48an&#4 metros y 120 metros.
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BLOQUE 4

: . =|X—-2
1°) Encontrar el area del recinto determinado aeclrva y=| | :
y=-x*+4x-2

., - =x-2 si x=0
La funciény =|x-2| se puede redefinir com({.y _
y=-x+2 si x<0

Para facilitar la representacion de la funcipna -x* +4x—2 determinamos sus
puntos de corte con los ejes y su maximo 0 minimo:

Corte con los ejes:

J16- =2+.2
X_’y:O;;X2—4X+2:O;;x:4i 16 8:41\/52412\/53 X, N
2 2 2 X2:2—\/§

Pl2+v2, 0) ;; Ql2-v2, 0)

Y - x=0=T(0,2)

El maximo o minimo es el siguiente:
Yy=-X"+4x-2 = y'=-2Xx+4=0 = 2x=4;; x=2
y'=-2<0 = Maximo= y(2)=—(2)° + 4.2-2=-4+8-2=2 = Max2 2)

Los puntos de corte de ambas funciones son:

:51\/25—16:51\/5:513:) X, =4
2 2 2 x, =1

—X?+4x-2=-Xx+2 : X*=-5x+4=0 :: X =

Xx=4_ y=-4+2=-2 = (4, -2)0y=|x-2]
=
x=1-y=-1+2=1= A1)

x =0

X, =3

-2 +4x-2=x-2;; x*-3x=0 ;; x(x—3):0:>{
x=0-y=-2=(0-2)0y=|x-2
-

x=3-y=3-2=1=B(31)



La expresion grafica de la situacion es, aproxanaehte la siguiente:

\(A

/= |X—2
\ y=-X"+4x-2

><V

/ \
\

s=[(-x +4x—2)-dx—i(—x+2)-dx—f(x—Z)-dx

R —w

3 2 S 2 1 2 2
o L S S 0 S S Y Y . S ) (—gz+18—6j—(—1+2—2j-+
3 2 L2 T2 3 3

+[-L42 —@2+4)+(2—4—-9—6 =3+14+3 5294654182541
2 2 3 2 2 3

2 3 3

S:Z [0233u?
3
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1 1
2°) a) Sipy g son enteros positivos, demostiar(o” (1-x) - dx=[x*(1-x)” - dx.

0

b ) Calcular:|x*(1-x)* - dx

a)
1 1-x=t;; x=1-t|x=1-t=0 < 1

Pl1_+)d . 1 —(1-t\Pta . dqt = [t9(1—+)P .
!x (1-x) dx:>{ e it x:O_»t:l}jjl' (1-t)°te - dt {t (1-t)" - dt

Haciendo el cambio de variable x por t en la 96luobtenida resulta:

1 o Xx=t | x=1-t=1 1 o

[te@-t)" - dt= = [x4(1-x)° - dx, con lo cual queda demostra-
; dx=-dtf| x=0-t=0 5

do lo pedido.

b)

1 -X=t * x=1- =1.t= 0

sz(l—x)lo-dx:{l X=ti x=l-gx=l-t O}:j—(l—t)ztlo.dt:

5 dx = —dt x=0-t=1 1

O ey

1
(1_t)2t10 .dt ::[(1_2,[ +t2)tlo . dt ::[(tlo — ol +t12) . dt:|:%-— 211:;2 +%:;:|

0

. R [033u?
11 6 13 11 6 13  66-13 858

[1“ 1% 113j_0:1 1,1 _78+143+66 _ 287
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