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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Instrucciones: Se proponen tres bloques de dos ejercicios cada uno. Se debe eleg
ejercicios de cada uno de los blogues. La puntuacién de cada ejercicio esta detall:
en cada una de las cuestiones o en sus distintas partes. Se permite el uso de la cal
dora, pero los resultados, tanto analiticos como gréaficos, deberan estar debidame
justificados.

BLOQUE 1

1°)  a) Enunciar el Teorema de Rouche-Frébenius.
b ) Discutir, en funcion de los valores del parametro a, el siguiente sistema lineal:

Xt ay+z=a
2 x+ ay+az=1
X+ y+az=1

a)

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al numero de incégnitas el sistema es compatible determ
do.

Si el rango es menor que el nimero de incognitas el sistema es compatible i
terminado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicién necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para q
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sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
1 al 1 a la
M=|2 a a| ;; M'=12 a al
11 a 11 al
1 al
IM[=|2 a a|=4d+2+d-aa Z=2=2a=4q1-a)=0 = a=1
11 a

Paraa# 0 = RangdVi= RangoM '=3=nCincognitas= Compatible determinado

Para a=0 el rangc de M' es:

M = {c, C, C} = =-1#0 = Rango=3

BN R
= O O
=)

Paraa=0 = RangoM# RangoM' = Incompatilde
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2°) a ) Encontrar el valor del parametro a para que los vec@re-s(], a, 2),

—_—

v, =(2 a, 1)y v, = 4 1 1) sean linealmente dependientes.

b ) Sia=1, escribir el vectow = (6,0,2) como combinacion lineal de los vectores
anteriores.

a)
a v+B V,ty = &a (& 2B (2a. )y (119=(000) =
a+28+y=0] @

= ag+af+y=0; (2
20+p+y=0) (3

2- = (a-Ja+(a-2)B=0], IRV ¢
(a- Jo+(a-2da=0;;a-1+a 2_0,,2

R-O)=a-8=0 La=f - 1

b)

—_

w=2-V, +6-V, -8V,
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BLOQUE 2

Xx=1-t X=t
1°) a) Estudiarsilasrectas<y=1-t y s={y=1+t Se cruzan.
z=2 z=2-t

b ) Hallar la distancia entre las rectas r y s.

a)
Un vector director de r es = (- 1, -1, 0). Un punto de r es A(1, 1, 2).

Un vector director de s es = (1,1, -1). Un punto de s es B(0, 1, 2).

Por ser los vectores directores de las rectas linealmente independientes, las r
ry s se cruzan o se cortan.

Para diferenciar el caso, tendremos en cuenta que si se cortan existe um plar
gue contiene a ambas rectas; en caso contrario se cruzan.

x-1 y-1 z-2
nls U V)=l -1 10 = 0500 (29 (2D (y-D) =0
1 1 -1

X-1-y+1=0;;, m=x-y=0

m=x-y=0

Veamos si el plana contiene al punto = 0-1=0= No
B(0,12)

Las rectas se cruzan

b)

Se entiende, I6gicamente, como distancia entre dos rectas que se cruzan, a |l
nor distancia entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.




Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por

parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Teniendo en cuenta que: A(1, 1, 2), B(O, 1, @ (-1,-10), v =(11-1), y
que w= AB=B-A=(012-(1129=(-10,0).

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

\#ﬁu'(ﬁVD_\?HﬁvDTV\-h:\T/DTv\-d = d:‘u;(viw)‘
‘VDW‘
-1-10
1 1 -1
d_ru.(vm’)\: o ol 11
uov g k|| ick+k=i] fimi] e (1)
-1 -1 0
1 1 -1
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2°) Encontrar la ecuacion de la parabola de foco F(0, 2) y directriz la recta x = 1.

La situacion real es la que se expone a continuacion:

A :
\\\ P X E
EDirectrlz
o Ee __ #\ _______ P
F } E
O X
o Z
e |
yd i

PQ=2-x
PR=y(x-0) +(y-2)°

PQ=PF :>{ }-3 2- X=X +y —dy+4 ;;

4-4x+ X=X +Y - 4+ 4 ;- 4x= Y -4y ;; V+4x-4y=0
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BLOQUE 3

1°) Para la fabricacion de determinado producto se necesita invertir dinero en contr
empleados y comprar maquinas. El duefio de la fabrica ha estimado que si comg
maquinas y contrata y empleados, el numero de unidades de producto que podria
car vendria dado por la funciofi(x)=90xy’. Cada maquina le supone una inversion de

2500 euros y cada contrato de un nuevo empleado otra de 1500 euros. Si el empre
solo dispone de un presupuesto de 22500 euros para este fin, determinar el niume

obreros que debe contratar y el nUmero de maquinas que debe comprar para maxil
la produccion.

X — maquinas 45-5x
— 2500x+1500y = 22500;;2%+ 1%y = 225;;5x+ 3y=45;; y =
y — empleado

Sustituyendo en f(x) el valor obtenido para y, queda:

f(%) = 9y = 90)(_(45—5sz = 90)(-%5 (9- %} = 250x(9 - X’

()= 2Hoof+x -4-9%) (- f= 2509 X)( 9 x- )= 75¢9- ¥(3- %)= ()

f(x)= 0= 75d9-x)(3-%x)=0 = {Z:zz

f (%)= 7509 x)( 3-x)= 75427- 9x-3x+ »)= 75¢)¢ - 12+ 27)

f (9= 150¢9-6)>0 = Minimo
f (%)= 750 x- 13=1500x-6) =

f (3=150¢3-6)<0 = Maximo
45-5x __ 45-15_30

= —=10=
3 y 3 3 ==Y

El maximo se produce cuandx=3;; y =

Debe comprar 3 magquinas y contratar a 10 obreros
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2
2°) Se considera la curva definida por la funci@r) =

X? -
a ) Dominio de definicion y corte con los ejes.
b ) Simetrias. c ) Asintotas.
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. e ) Extremos de la funcién.

f) Hacer una representacion aproximada de la curva.

a) Dominio: D(f)= R-{2,-2}

Eje X: y= f()=0= x*= 0;;x= 0-0(0,0 EjeY:x=0;y=0-0(0,0

N—"

b ) Simetrias: Se trata de una funcion par. Simétrica con respecto al eje Y.

c ) Asintotas:
: lim lim 2
Horizontales: y =k = f(x) = X 15 y=1

X - 00 X—>00X2—4 =

Verticales: Valores que anulan el denominader2 ;; x=-2

Las tendencias de la curva con respecto a la asintota vertical son las siguiente

. lim lim NG 4 _
Por laizquierda = _f(x)= _——— = =+® = Tendencial
X » =2 X-=-2"x"-4 0 —_—
lim lim X2 4 _
Por laderecha = ,f(x)= ,——— =— =40 = Tendenciat
X - =2 X->=-2"x"-4 0 —_—

Por simetria con respecto a Y, las tendencias son las mismas para x = 2.

_ _ lim  f(x lim NG _
Oblicuas:Pendiente= m=k = 1) . =0 = notiene
X > 0 X X > 00 xix —4i

d ) Crecimiento y decrecimiento.

o2& -4 2x _2¢-3x-2x* _  -8x

(c-af  (c-af  (c-af




y>0 - x<0= Creciente:(-o,- 20 (- 2,0)

y=0=-8x=0; x=0=
y'< 0 » x>0=> Decrecierg :(0,2) (2, +)

e ) Extremos relativos:

y'= -8 Y= 8. 1(x2— A)z—x-2(x2—4)-2x:_8_x2—4—4x2:
(x2 - 4)2 (x2 - 4)4 (x2 - 4)3
X +4 . . 8 .

:8.(X2_+4)3:y = Yiy=8—,<0 = Max(0, 0)

y'=0 = 3x*+4=0;;{ ¥ R= NotieneP.1.

f) Representacién grafica:

|0
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BLOQUE 4

1°) a) Enunciar la Regla de Barrow.

b) Calcular| xzdf

c ) Encontrar el area de la region del plano determinada por Iaycuwgl—4 y las
x —

rectasx=1,x=-1ley=-5.

a)
El enunciado de la regle de Barrow es el siguiente:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una funcién primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad:

[ 13- dx= F(b)- F(a)

b)
J» dx :j dx :j( A, B j :j AC-2A+Bx+2B  _
x*—4 Y (x+2(x-2 T x+2 x-2 (x+2)(x-2)
:j(A+ Bx+(-2A+2B) A+B=0 2A+ZB:OH4B:1_, B=1. a=_1l
(x+2)(x-2) - 2A+ 2B =1|- 2A+ 2B =1 4 4
_1 j dx +1 jﬁz—é-L(x+2)+£-L(x—2)+C=l-LX_2+C
4 “x+2 4 7 x- 4 4 4 xX+2

/ " \f(x

X
1l
1
=Y

-4
>
[HEN

>




El area A pedida, por estar en zona de ordenadas negativas, puede obtenerse r
tando al area limitada por la recta horizontal el area limitada por la funcion, eso si, ce

biando los limites de integracion:
-1
}l
N 1 [, [-1-2
=10-= - L‘ ‘—L
. 4 | |-1+2

172} _10-1 -(L3— Llj =
1+2 4 3
1

:10—% (L 3—L1+L3):1o—Z (2 3- o):1o—% L 3 16L+ 3110 055= 945u* = A

-1

A:_f(—S— 1 4) -dx= —5_fdx—szl_4 -dx:—5-[x]f—F L

X—2
X+2

1 X = 1 4

X—2
X+2

:—5-(—1—1)—%-{|_
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29 a) Enunciar el Teorema Fundamental del Calculo Integral.

b ) Calcular| Lx -dx.

¢ ) Encontrar el valor del area determinada por la cyrva x?, el eje de abscisas y las
rectasx=9yx=12.

a)
El Teorema Fundamental del Calculo Integral se enuncia del modo siguiente:

Si una funcién f(x) es continua en [a, b], entonces la funcién int&grak [ f(t)-dt es

derivable en [a, b]y F'(x) = f(x) para toded|[a, b.

b)
u= Lxﬁduzi-dx
I:j L% -dx:J' 2-Lx-dx:2-J'Lx-dx:> X =
dx=dv- v=X

= |= 2-{Lx-x—jx-§ : d%: 2. x Lx | d}= 2 x- Lx- = 2x(Lx-1)

C)
Teniendo en cuenta qug= LX = 2Lx> 0,0x0R,{x>0}, el area pedida es:

Azlj2 LX dx=[ xf@x- Ji=( 24 J2( 18 B= 64 1+ 3 §=gL17-L&)=

4
_ GL% _ g 14641
8 512

b 28600 6-335=2012u° = A
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