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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a ) Estudiar, en funcion de los valores del parametro a, el siguiente sistema de €
2x+ay+z=5

ciones lineales! x+ ay+z=1
2x+(a+)y+(a+2)z=0

b ) Resolverlo para a = 2, utilizando la Regla de Cramer.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2 a 1 2 a 1 5
M=|1 a 1 o M'=11 a 1 1
2 a+l1l a+l 2 a+l a+1 O

El rango de M es, en funcién de a, el siguiente:

2 a 1
IM[=|1 a 1 |=2§a+r )+(a+ I+ 2a-2a-Aa+1)-ala+1)=
2 a+l a+l

=(a+Ya+1-2-a=(a+ Ya-)=a’-1=0=4

A. Menguiano



Para { a# 1} = Rango M= Rango M'= 3= r? incog. = Compatible Determinado

az-1

Veamos que ocurre con el rango de M’ para los valores de a que hacen qu
rango de M sea dos:

2115
Paraa=lesM'=|1 1 1 1| = {C,=C,} = Rangode M' =
2 2 20
215
= {Cc,C,C}|1 1 1/= 18 2 16- 4 12-16=-4#0 = Rangode M'=3
2 20
2 -1 15
Paraa=-lesM'=[|1 -1 1 1| = {C,=-C,} = Rangode M' =
2 0 00
215
= {c,C,C}|1 1 1|=2-10=-8#0 = Rangode M'=3
2 00
Para {aa::_ll} = Rango M# RangoM' = Incompatille
b)
2X+2y+z=5
Resolvemos para a = 2 por Cramer. Es sistema resukay+z=1
2x+3y+3z=0
521
1 21
(1033 30 3-15-6 _33-21_12_,_
2 21 12+ 3+ 4-4-6-6 3 3 =
1 21
2 3 3
2 51
111
2 03 6+ 10-2-15_16-17 _
3

1
3 3 3




N P DN

5
1
0

_ 15+ 4-20-6 _19-26 _

Wlw NN

I
3 3 3

N
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29 a ) Encontrar para qué valores de a los vectgres(2, 2, 4, v, =(0,a, 1) y
v, =(1, 1, 1) son linealmente independientes.

b ) Expresar, si es posible, el vectar= (a, b, c), donde b y ¢ son nimeros reales arbi-
trarios, como combinacién lineal de los vectores v, y v, .

a)
Los vectoresy,, v, y v, son linealmente independientes si el rango que tie
nen es 3y son linealmente dependientes si el rango es menor que 3.

2 2a 4
Rango{vl, v, , vg}:> 0 a 1|=2+2a-4-2=-2#0, UallR
1 1 1

Los vectoresﬁ, —\5 yz son linealmeng independistesall R

b)
Como el valor de a puede ser cualquier valor real, hacemos a = 0, con lo cue
problema es equivalente a expresar el veetot (0, b, c) en combinacion lineal de los

vectoresv, =(2,04,v, =(0,0, 1)y v, =(1 1 1).
WEa BN, YV
20+y=0
( ®c)=a (205 (003+y (111 = y=b

4da+p+y=c

20+b=0;;, a=-

N T

., f=Cc—4a-y=ct2b-b=b+c=p

—_— —_—

w=-2Y +(b+ v, +bvy
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BLOQUE 2

1°) Encontrar la distancia del punto P(1, 0, 1) a la recta r determinada por losplanos
que pasa por los puntos A(1, 1, 1), B(0, 1, 1) y C(-1, 0,2)5 x+ y = 2.

p=BA=A-B=(11)-(0129=(100)

q=CA=A-C=(11)-(-100=(211)

x+1l vy z
lTl(C; p, q/J=| 1 0 O|=z+y=0;;, m;=y+z=0
2 11

La expresion de la recta r determinada por unas ecuaciones paramétricas es:

T =y+z=0 2
r=dmTYTETE o 220 = y=-A  x=2-y=2+4A=x = r= y=-)
T, =X+y=2 E— z=A

Un punto y un vector director de r son A(2, 0, 0y ¥ (1, - 1, 1).
La distancia de un punto a una recta viene dada por la formu

APOV .
d(P, r)= % siendo A un punto de ry un vector director de la rectarr.
\%

AP=P-A=(120)-(200=(-101)=AP

i ] K
-1 01
s, = POV 11 -1 all i) _fiveiek]JTo e
’ ‘V‘ \/12+(—:|_)2+12 V3 J3 J3

_J1+4+1 V6 _ _
R —\/é—\/iu—d(P, r)

*kkkkkkkkk



2°) Encontrar la distancia del punto P(0, 6, 1) al planaleterminado por el punto
A(0, 1, 3) y la recta r que pasa por los puntos B(1, 0, 1) y C(0, 0, 2).

No es necesario determinar la recta r para hallar la ecuacion del7plaqee
puede calcularse por los vectores= BA 'y v =CA y por el punto A0, 1, 3).

u=BA=A-B=(013(1019=(-112)
v=CA=A-C=(013(00 9=(01 1)
x y-1 z-3

n(P, H,V)E -1 1 2 |=0;x(z-3-%+(y-2=0;; - x—z+3+y+1=0
0 1 1

T= X-y+z-4=0

Sabiendo que la distancia de un punto a una recta viene dada por la férn

Ax+ By +Cz +D

d(p, m)=| 28+ B%*C%+D)
\/Az + B2 +C?2

, que aplicada al caso que nos ocupa seria:

| 1.6- 1-6+1-1-4| |0-6+1-4] [-9] 9 093
d(P, = = = = =—"" = 3 u=d(P,
SRR e a e T RN BN R R Ll R
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BLOQUE 3

1°) a) Sif es una funcion derivable en x = ay f(x) = 0, ¢ es seguro que f presenta:
un extremo relativo? Justificar la respuesta.

b ) Determinar dos nimeros no negativos cuya suma sea 100 y tales que la suma de
cuadrados sea: i) Minima. ii ) Maxima.

a)
No es seqguro.

Para que una funcién derivable tenga un extremo relativo en un punto de abs
X = a es condicion necesaria que se anule la primera derivada en ese punto; sin emk
no es suficiente, ya que tiene que ser distinta de cero la segunda derivada en ese pt

Por ejemplo, la funcionf(x) = x*> no tiene un maximo relativo para x = 0, que

anula la primera derivada, ya que también se anula la segunda derivada para ese |
Lo que tiene para x = 0 es, en este caso, un punto de inflexién.

b)
Sean los numeros pedidos xey. (x >0,y > 0)x+y=100;; y=100-x

S= x*+ y? = x* +(100- x)* = x* + 10000- 200x+ X* = &* — 20 +1000=

= $ % - 100x+500) = Sx)

S()= £3-100= 4 50= S(3 5 S'(x)=4

S(x)= 0> 4x- 50=0;;x-50=0;; x=50
i) S= Maxima =
S'(Y< 0= S'(50=4>0 = S nopuede &r maximo

S(x)= 0o 4x-50=0;;x-50=0;; x=50
i) S= Minimo =
S"(x)<0 = Minimo para x=y =50
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2°) a ) Definicion de derivada de una funcidén en un punto.
b ) Interpretacion geométrica de la derivada.

¢ ) Encontrar las ecuaciones de las tangentes a la gurvd — 3x + 2 que son paralelas
alarectay = 9x.

a)
YA

Consideremos la funcion f de la figura,
continua en el punto A, de abscisa a. Se deno-
mina tasa de variacion media de un intervalo
cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = —f(bg:;(a) O
La TVM][a, b] es la tangente o pendiente
de la secante de la funcion f que pasa por los

— unto Ay B.
= L P y
a b2 b1 b é . .,
@ X La derivada de una funcion en un punto
es la tasa de variacién instantanea de la funcidn en ese punto, o sea, es el limite cuc

b — a de la fraccién (1). Si hacemos el cambio de variable b - a = h, queda finalment
la expresion de la derivada, que se expresa como sigue:

f(2)= y(a) = h”To f(a+ hr?— f(a)

b)

La interpretacion gréafica de la derivada de una funcién en un punto puede ded
cirse de la observacion de la figura: cuando b tiende a a (h tiende a cero), el punto B
tiende a aproximarse infinitamente al punto A, con lo cual la secante tiende a confun
se con la tangente; es decir:

la derivada de una funcién en un punto es la tangente de la funcién en ese punto

c)

Se trata de calcular la tangente a la cuyvax® - 3x+2 en los puntos en que la
tangente (derivada) es 9, que es la pendiente de la recta y = 9x.
yEX-3=9,;X=12;xX*=4=> x=2; x,=-1

Vg = 2 3:2 = 8 6 2=10-6=4= P(2 4)

Viy=(- B- 3 2+ 2-8 6 226-6=0= Q(-2 0)



Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dad.
la formula y- y, = m(x-x,), aplicada a los puntos determinados con una pendien

m=y', =9, seria:

It = y- & Ox- 2= X-18 ;; t = X-y-14=0

t = y- & Ox+ = X+18 ;; t, = X-y+18=0
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BLOQUE 4

1°) Encontrar el area del recinto determinado por las cuyvas{ e y=2-x>.

e

Los puntos de corte de ambas funciones son:

2-X¥=X- X*+x-2=0

2- X =| x, OXJR, 2
%, D X<‘\/_‘:>{2—x2:—x_> X =x-2=0

Resolviendo las ecuaciones anteriores:

— 1+ /1+8 Xl:2—> No valida 1+\/m X1:2_, No valida.
X:_T::) X:_Tj
X, ==1- Al-11) x,=1- B(11)

Todas las ordenadas de la parabola son mayores que las de la f[(rxitiéhq;

por otra parte, ambas funciones son simétricas con respecto al eje de ordenadas, |
tanto, el area pedida es la siguiente:

(z_f_)a.dxzz.{ZX_is_x_z} :2.{(2_1_3_£)_0}:2.(2_}_lj:
3 2, 3 2 3 2

= 2..122:2%:;§ :.z Lf =S
6 3

S= 2.

O ey

*kkkkkkkkk



dx

20) Ca|CU|aI’| = J’m .
X" —oX

— X1:3
X - +6=0 1 x= 25 24:512\/1:5;1 . {

1 _ A, B _Ax-2)+B(x-3)_
¥ -x+6 x-3 x-2  (x-3(x-2)

X' - &+ 6= 0= (x-3(x-2)=0 ;;

_ Ax-2A+Bx-3B _ (A+ B)x+(- 2A-3B) _ A+B:O} 2A+ZB:0}

x> —5x+6 x> —5X+6 -2A-3B=1] -2A-3B-=1
= -B=1;; B:—E ;v A+ B=0;; A:—B:E:A
3 3
L
1 3 , 3 _ 1 1

_ 1 1
¥ -5x+6 Xx-3 x-2 3 x-3 3 x-2
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