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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Instrucciones: Se proponen tres bloques de dogiejes cada uno. Se debe elegir un
ejercicios de cada uno de los blogues. La punturad® cada ejercicio esta detallada
en cada una de las cuestiones o en sus distintdssp&e permite el uso de la calcula-
dora, pero los resultados, tanto analiticos coméfigos, deberan estar debidamente
justificados.

BLOQUE 1
1°) a) Estudiar, en funcion de los valores deapetro a, el siguiente sistema lineal:

Xx+tay—-z=a
2ax—-y+az=1
3x-y+z=0

b ) Resolverlo, si es posible, utilizando la redgaCramer para el valora = - 1.

a)
1 a -1 1 a -1a
M=l2a -1 a|;;M'={2a -1 a 1
3 -1 1 3 -1 10
1 a -1
IM|=|2a -1 a|=-1+2a+3a’-3+a-2a’=a’+3a-4=0
3 -1 1

2 2 2

a:—3i\/9+16:—31\/2_5:—315:>{a1:1
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azl . . :
Para {ai 4}: RangM =RangM'=3=n° inc. = Compatible deter minado

1 1 -11
Paraa=1=> M'={2 -1 1 1|;; Rangode M' =
3 -1 10
1 1 1
= {c,cC,,C} = |2 -1 1|=-2+3+3+1#0 = RangM'=3
3 -10

1 -4 -1 -4 -1 4 1 4
Para a=—4 =>M'=|-8 -1 -4 1 |={8 1 4 -1|;, Rangode M' =
3 -1 1 O 3 -1 10

-1 4 4
= {c.c,,c} = |8 1 -1=-32-12-12+1#0 = RangM'=3
3 -1 0

Para {a 4}:> RangM # RangM' = Incompatitle

b)
1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 11
Para a=-1-> M=-2 -1 -1|;;, M'=|-2 -1 -1 1|=12 1 1-1
3 -1 1 3 -1 1 0 3 -110
1 -1 -1
IM|=|-2 -1 -1/=-1-2+3-3-1-2=-6=|M|
3 -1 1
Resolviendo por Cramer:
1 1 1
-1 1 1
« = 0 -1 1:1+1+1+1:_ﬂ:_gzx
-6 -6 6 3
-1 1 1
2 -11
|3 0 1 1+3+3-2 5
YT T <6 6




2 1 -1
3 -1 0|_-2-3-3+1
-6 -6
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2°) Dados los siguientes vectores de B = (1, 1 2), e, =(251), e, =(0,1,1) y
e—4 =(-1, 1, 0), encontrar tres de ellos que formen base &g &scribir el otro como
combinacion lineal de dicha base.

Para que tres vectores dé&fBrmen una base es necesario que el rango del col
junto que determinan sea tres, o sea: que el detmte que constituyen sea distinto de

cero.

112
Rango{E, e, e_g’}:> 2 5 1/=5+4-1-2=6%0 = Rango{E, e, e_g’}:s
011

—_—

Los vectores e, e,, e, forman base

e =a-e+f-e+y-e=(110=a(112+8-(251+y-(011);

a+2p=-1 -1-2p+58+y=1 3L+y=2
a+50+y=1=a=-1-23= 2¥=4;, y=2
2a0+L+y=0 -2-4B+p+y=0| -38+y=2

=-1

Q

3+y=2;,36+2=2;,38=0;;, B=0;

—_

€ =76 +2e3
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BLOQUE 2

1°) a) Encontrar las ecuaciones paramétricda decta r dada por la interseccion de
los planosn, =x+y-z-1=0 y 7n,=2x-y+z=0.

b ) Encontrar la distancia del punto P(1, O, lichalrecta.

a)
+ =
Z=A = x+y=1+4 - 3)(:1;;)(:}
— 2X—y=-4 3
X+y-z-1=0
r = =
2x-y+z=0 1 2
X+y=1+A;, y=1+A-x=1+A-Z-=—+A=y
3 3
1
X==
3
2
rsqy=—+14
y 3
z=A
b)
‘QPDV
Sabiendo que la distancia de un punto a una escta(P, r)= v , siendo
\
Q un punto cualquiera de la rectasyun vector director de r.
1 2 : —
Un punto de r puede se{é, 3 O) y un vector directov =(0, 1, 0).
—— 1 2 2 2
P=Q-P=|Z, 2 01)=|-=, =, -1
OP=Q (3 3’ j . )= ( 3 3 j
i j ok
SR Ar
(e QPOV| |0 1 o ‘_3k+' "_k‘ v ( 2)2 LA
, )= — = = = +| —— = + — =
‘v JO? +12 +0° V1 1 9
9+4 _ /13_413_413 unidades=d(P, r)

9 Vo9 9
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X=t
2°) a ) Demostrar que las rectas] y = -t
zZ=2+t

{x+y—z:0
y S= se Cruzan.

“l2x+y+1=0

b ) Encontrar la distancia entre dichas rectas.

a)

En primer lugar expresamos la recta s mediants eci@aciones paramétricas:

X+y=A | -Xx-y=-4
2x+y=-1 2x+y=-1
2x+y=-1;; y=-1-2x=-1+2+2A=1+21 =y

}:3 X=-1-A

X+y-z=0 z2=1 =
S= =
2x+y+1=0

x=-1-A1
s=iy=1+21
z=A

Vamos a resolver este apartado mediante los esctirectores de ambas rectas.

Un vector director de res = (1, -1, 1) y un director de s es = (- 1, 2, 1).

Como puede observarse, los vectoves v son linealmente independientes, lo
cual significa que las rectas se cruzan o se ¢cqoaa diferenciar el caso determinamos
un tercer vectolw que tenga como origen, por ejemplo, un punto @€Q;, 0, 2) y por
extremo otro punto de S, B(-1, 1, 0):
w=AB=B-A=(-110)-(0,02)=(-11 -2).

Si los vectoresu, v y w estan en el mismo plano las rectas r y s se cagtan

caso contrario se cruzan, o sea, si el rangﬁd& y W} es 2 las rectas se cortan y si
el rango es 3 se cruzan:

1 -1 1
Rangode {U, V y W}=|-1 2 1|=-4-1+41+2-1+2=5-6=-120=
-1 1 -2

= Rangode {U, v y W}:S

En efecto, las rectas r y s se cruzan.



b)
Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vaandsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdedsas y otro vector que tiene como
origen un punto A de la recta r y como final ottmiw B de la recta s, tal como se ob-
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto milddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen amuooducto del area de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualkdsstancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la sigufentea:

v=u-(Vow)s|vow|-n=[Vow|.d = gL
‘VDW‘
1 -1 1
2
d_‘“'(VDW)‘_ -1 1 -2||  |-4-1+1+2-1+2] _  |5-6|
B N L R R - A TR
1 -1 1
-1 2 1
_ | -1 1 1 :*/1_4u:d

JCo +(Cof+r ovd+1 14 14
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BLOQUE 3

2

1°) Dada la curva de ecuaci@rncxz—;;, se pide:
X

a ) Dominio de definicion y corte con los ejes.

b ) Simetrias.

c ) Asintotas.

d ) Posibles extremos de la funcion que defineitaa

e ) Con los anteriores dados, obtener una repaséntgrafica aproximada de la curva.

a)

b)

c)

Dominio de definicion.

xX*+2#0, IxOR = D(f)=R

Corte con los ejes.

=1
= y=0= 2205 (=0 2 < A1) okag)
1
Y=>Xx=0=2>y=">= C(O, —Ej

Simetrias.

Por tratarse de una funcién par, es simétricaespecto a Y

Asintotas.

Asintotas horizontales: son los valores finitos tumea y cuando x tiende a valer

infinito; son de la forma y = k.

lim lim x2-1
=k = f = =1=
y X — 00 (X) X > 00X +2 —=

<



Asintotas verticales: son los valores de x queaamel denominador : no tiene.

No tiene asintotas oblicuas. (Para que tengaosasnbblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que @b giel denominador).

d)
Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

_ 2x(5 +2)-(x? - 1) - 2x _2C+AX-2X +2x _ 6X
b +2f b +2f

(XZ + 2)2 =y

Por ser el denominador siempre positivo, solodiginos el numerador.

y'’>0 = x>0 = Creciente (0, »)

y'<0 = x<0 = Decreciene: (-, 0)

Maximos y minimos.

(x2+2) -x -2.2x - (x* +2) :6x2+2—4x2 _p 2-3
b +2J S N )

y'=6 =y

y'=0 = x=0;; y"(0)=¥:1—82>0:> Min. ;; y(O):—% = Minimo = C(O, —Ej

Puntos de inflexion:

2-3x*

y”: 0 = 6m

=0;; 2-3x*=0;; 3x* =2 ;; x2:§ = X, =

~6x(x* +2] -(2-3¢) -3 (x* +2J' -2x _ —6x(x* +2)-6x{2-3x’) _

’ (¢ +2) (e +2)

-6x° —12x -12x +18x° _ 612x3 —-24x _ 72><(x2 —2) _

kg (D)

72.22[2-2

\/5(6
yfe)=— 320

j7ﬁ0 = P.l. =




2 2—1
f-1_ 37t 3 -1 (\/6 1J [ 6
—= = =P |2 -2 P -2 -
)+2 g+2 2+6 8 3 8 3

3 3

4 =1 ___________________________ 1 ) o
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2°) Se dispone de un hilo metalico de 140 metroemgtud. Se quiere dividir en tres
trozos de forma que uno de ellos tengo doble ladgjue otro y tal que al construir con
cada uno de ellos un cuadrado, la suma de las deelas tres cuadrados sea minima.
Encontrar la longitud de cada trozo.

Sean los cuadrados formados los representadas siglientes figuras:

2X

El perimetro o longitud total es:
L=4x+4-(2x)+4y=12x+4y=140metros;; 3x+y=35;; y=35-3x
La superficie total, que tiene que ser minima, es:

S, =S, +S,+S,=x? +(2x)* + y? =x* +4x* +(35-3x)" =5x* +(35-3x)’ =S,

S, =10x+ 2-(35-3x) - (-3)=10x-6(35-3x)=0 = 10x=6(35-3x) ;;

5x =3(35-3x)=105-9x :; 14x =105 :; XZ%’:%:

5=X

2x=2-75=15=2x ;; y=35-3x=35-3:75=35-225=125=y

Los lados de los cuadrados de los campos son #feséd5 metros y 12'5 metros.
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BLOQUE 4

1°) Contestar, razonando la respuesta, si sonder@so falsas las siguientes afirma-
ciones:

a)if(x)dx+J:' f(x)dxzi f (x)dx.

b

b) | f(x)g(x)dx:+j: f(x)dx - Eg(x)dx.

a

C)Sljf x)dx=0, entoncesa=h.

d) Si jf x)dx=0 y f(x)>0, OxOR, entoncesa=b.

e)Jq[f( x) + g(x ]dx—J'f dx+jg

b

a)jf(x)dx+£ f(x)dx:J: £ (x)dx.

a

Es cierto inicamente en el caso de ser a<b <c.

b

b) [ f(x)g(x)dx= +z' f (x)dx - zg(x)dx.

a

Es falso. Para comprobarlo veamos el siguientagf® f(x)=x;; g(x)=

><||—\

X :
A X b g =b-a#blLb-ala
f(x)dx- [g(x)dx=[x-dx- YX:[X' Lx]’ =bLb-aLa

c) Si j f(x)dx=0, entoncesa=b.
Es cierto. Resultarig(b)- F(a)=F(a)- F(a)=0

d) Si jf x)dx=0 y f(x)>0, OxOR, entoncesa=b.



Es cierto. (Basado en el apartado anterior).
b b b
e) [[f(x)+ g(x)]dx=[ f(x)dx+[ g(x)dx.

Es cierto. Siempre que f(x) y g(x) sean integrabele el intervalo [a, b].
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2
p . X . .
2°) Calcular el area determinada por la cuwaz—l, el eje de abscisas y las rectas
X" +

x=1y x=-1.

La funcion es continua en su dominio, que es B gusnple quey >0, OxOR; es
una funcion par, por lo tanto puede hacerse |desge:

1

dx =

2

1 2 Ly?241-1 1 1 1
s=[— -dx:Z-IXZ—-dx:Z-i(l— j-dx:Z-J;dx—Z-OX —

X2 +1 s X2 +1 x?+1

1
=2-[x; —2-J'X21+l-dx: 2-(1-0)-2]arc tag x|} =2-2(arc tag 1-arc tag 0) =

T_A4"T Hoa3y7 = S
2 T - T°
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