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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Instrucciones: Se proponen tres bloques de dos ejercicios cada uno. Se debe eleg
ejercicios de cada uno de los blogues. La puntuacién de cada ejercicio esta detall:
en cada una de las cuestiones o en sus distintas partes. Se permite el uso de la cal
dora, pero los resultados, tanto analiticos como gréaficos, deberan estar debidame
justificados.

BLOQUE 1
1°) a) Definicién de rango de una matriz.
1 al a
b ) Discutir, segun los valores del parametro a el rango de la matriz0 1 a 1.
l1al10@a0

¢ ) Una matriz de tres filas y cuatro columnas verifica que su segunda columna es"
ceros y la tercera columna es igual a la primera mas la cuarta. ¢ Cual es el maximo r
gue puede tener?

a ) Todas las matrices, mediante transformaciones elementales, se pueden transft
en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cual, si tiene filas nulas estan situade
la parte inferior de la matriz y, en las filas no nulas, el primer elemento distinto de c
de una fila esta situado mas a la derecha que el primer elemento diferente de cero
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el numero de filas no nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una matriz escalonada equivalente a £

También puede definirse el rango de una matriz por su determinante, para lo
es necesario definir menor de orden k de una matriz que es el determinante de cual

submatriz cuadrada de orden k que se puede formar con los elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayor menor que puede formarse
sea distinto de cero.
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b)
Vamos a resolver el ejercicio por el procedimiento de Gauss:

1
M=|0
1

D -

1 1 a
={F, -F,-F}=|0 1 a 1
000

1
a
1 —-a

o 2
o = 2

Es evidente que para a = 0 el rango de la matriz es dos.

Considerando el determinante formado por las tres dltimas columnas:

:a3—a:a(a2—]):O:> a=0;a=1;;a=-1

O+ o
o 9
Q - D

Para a=0, a=1ya=-1= Rangode M =2

Conclusion
Para cualquier otro valor real de a = Rangode M =3

a 0 atc c
La matriz es de la form®& =| d 0 d+e e|. A efectos de calcular su rango
f 0 f+g ¢

se pueden eliminar las columnas segunda y tercera (por ser combinacion lineal c
a c

primera y la cuarta), por lo cual, seria equivalente a la ndtrizd e |.
fg

El maximo rango gue puede tener es dos.
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2°) a ) Estudiar, segun los diferentes valores del niumero real a, la dependencia line
los vectores deg, = (1, 0, a), e =(2, a, -1)y e, =(0, 1 a).

b ) Para a = 2, escribir el vecter= (- 4, - 8 3) como combinacién lineal de los vecto-
res g, & Y.

a)
El rango del determinante que forman es el siguiente.
1 0 a
2 a -1j=a*+2a+1=(a+1’=0= a=-1
01 a
Los vectoresg, e¢ y € son linealment independietesCal R, {a # -1},
b)
& =002 I o\ Y
a=2=:e=22-1); = v=a-e+p-¢e +y-e ;
e, =012
_ 0’+2,82—4
v=(- 4 8)3a (LOB (22-3+y (012 = {28+y=-8
20 -B+2y=3

De las ecuaciones primera y segunda —4- 28 ;; y =-8-2f. Sustituyendo
estos valores en la tercera ecuacion, resulta:

- 4 @-p+ 2(- 8 B)= 3;- & B-p-16-4=3;;,-96=27;; f=-3

= a=-4& P=-M 62=q ;;y=—-826=-8+6=-2=y

‘v=2e -3¢ -2¢,
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BLOQUE 2

1°) Encontrar la distancia del punto P(1, -1, 2) al plangue contiene a la recta r de
X=t

ecuacionr ={y=2-t y pasa por el punto Q(2, 1, 3).
z=3+t

Un punto y un vector director de r son A(0, 2, 3) ¥ (1, -1, 1).

El vector w=AQ=Q-A=( 21 3-(0,2 3=(2 -1 0) es director del plano
pedido 7. Otro vector director da es el vector director de la recta= (1, -1, 1), por
lo que se puede definir al plano como:

Xx-2 y-1 z-3

n(Q; v’ W)E 1 -1 1 :0;;iy—j—(2—3+2(2—3)+(x—2)20;;
2 -1 0

(x—= P+ @y— J+(z— 3= 0;;x— 2+ 2y—-2+7z-3;; 1= x+ 2y+z-7=0

- : Ax+ By +Cz +D _

La distancia de un punto a un planods, 77):| ¥+ By +C% +D| que apli-
\/Az + B2 +C?2

cada al punto P(1, -1, 2) y al planc x+2y+2-7=0 es:

1w 2(-9+1-2-7| |1-2+2-7] |-6] 6
NI+ 22 +12 J1+4+1 J6 6
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X=4+t X+y—-5=0
o] — — = - ida
2°) Dadas las rectas= Z:—7t+2t y s {3X+Z_8:Ose pide:

a ) Demostrar que estan contenidas en un plano cuya ecuaciéon se determinara.

b ) Encontrar la recta p, perpendicular comun a dichas rectas.

a)

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_ Jx+y-5=0
~|3x+z-8=0

t
o
8-

N < X

= Xx=t;, y=5-1;;, z=8-3t = SE{ t
3t

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

R TR R

‘w= AB=B-A=(0,53-(47 0=(-4 -2 8)

Si los vectoresu, v y w son coplanarios, las rectas estaran en un mismo plar

y no lo estarian en caso contrario; es decir, que el rango del conjunto de los tres vec
tiene que ser menor de tres:

1 2 -1
Randode{U, v y W)=| 1 -1 -3=- 8 2 24 4 6 16= 30-30=0 =
-4 -2 8

Randode{ﬁ, v y W}:Zz Lasrectas r y sestanen elmismo planq c.qd.

La ecuacion del plana que las contiene es la siguiente:

Xx-4 y-7 z
n(A- u, V)s 1 2 -1=0;-6éx 4-(y 9)-z 2-(x-49+dy-7)=0
1 -1 -3

- (%~ )4 (9- )# B 0;- %+ 28 - 14 2= 0 ;;71= Tx- 2y+ ¥-14=0




b)

La recta p perpendicular comun a las dos rectas tiene como vector director
vector que es, al mismo tiempo, perpendicular a las dos rectas; su vector director p
ser cualquiera que sea linealmente dependiente al producto vectorial de los vectore
rectores de las rectasry s:

i K
w=uOvs[l 2 -1=-6-j-k-R-i+ 3=-T+2-%=(-7,2 -3)=w
1 -1 -3

Existen infinitas rectas perpendiculares al mismo tiempo a las rectas ry s, p
entendemos como perpendicular comun aquella que, ademas de ser perpendicul:
apoya en ambas. Para calcularla determinamos un vector que tenga como orige

punto P de r y como extremo un punto Q de s, que sea linealmente dependiente de

Un punto genérico de cada una de las rectas son:

X =4+t x=t
r=ly=7+2 = P4+t, 7+2t -1) ;; s={y=5-t = Qt, 5-t, 8-3)
zZ= —t Z= 8"5“

El vector PQ=Q-P=(t ,5t ,8 §-(4t, 7 2,-t)=(- 4-2-3, 8-2t);
como tiene que ser paralelovd, sus componentes tienen que ser proporcionales:

-4 -1-3t 8-2t

Los puntos de cada una de las rectas son: P(5, 9, -1) y Q(1, 4, 5).

La recta pedida p es la que pasa por Py Q:

PQ=(-4, -5 6) X = 54t
= pPEqy=9-5
Punto : P(5, 9, -1) z=-1+6y
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BLOQUE 3

1°) a ) Definicion de derivada de una funcién en un punto.

b ) Encontrar, utilizando la definicion, la derivada de la fundiéx) = 2X+1 en el pun-
X

to de abscisage 2.

X

c ) Encontrar la tangente a la curya —; "
X

en el puntoP(z, 2)_
1 5

a)
Consideremos la funcion f de la figura,
continua en el punto A, de abscisa a. Se deno-

mina tasa de variacion media de un intervalo
cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = w )

La TVM][a, b] es la tangente o pendiente
Na de la secante de la funcion f que pasa por los
f(a) punto Ay B.

b2 blb )g

QA

La derivada de una funcién en un punto
es la tasa de variacion instantanea de la funcion en ese punto, 0 sea, es el limite cue
b — a de la fraccién (1). Si hacemos el cambio de variable b - a = h, queda finalment
la expresion de la derivada, que se expresa como sigue:

(7)]

CRORRR e

25

h-o0 h
b)
2+h 2

- _ I 2 2

f(x) = 2x - ()= lim f(2+h) f(2): lim (2+h)* +1 2241 _
x*+1 h-0 h h-0 h
2+h 2 2+h 2

_ lim 44+ 4h+n2+1 5_ M p4gn+s5 5 _ Iim 10+ - 20" -8 -10 _
h-0 h h-o0 h h-0 5-(h®+4h+5)
_ lim -2n*-3n _ lim  -h(zn+3) _ lim -2h-3 _ -3 _
h-08-(h*+4nh+5) h- 05 (h®+4h+5 h-05-(h?+4h+5 5.5
- = 1)



c)
La pendiente es la derivada en ese punto, 0 sea, la derivada hallada en b ).
Sabiendo que la recta que pasa por un punto en funcion de la pendiente es:

= (x-2 - mem.=25

aglnN

3
=-—\X=2);; ¥y~
s (=2 iy

aglnN

y- %= f(a(x-x) = y-

26— 16— & - 2 ;; 25/-10=-3x+6 = Tantente t= X+ 25 -16=0+
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2°) De entre todos los rectangulos cuya diagonal mide 10 cm, encontrar las dimensi
del de area maxima.

Sea el rectangulo de la figura, cuyo superficie es

S=x-Yy.

Para expresar la superficie en funcidn de x considere
mos el triangulo rectangulo sombreado de la figura, en el cus

aplicando el teorema de Pitdgoras se tiene:

10° = x* +y* ;; y =4100-x*

Sustituyendo el valor de y en la expresion de la superficie queda:

S= X-y= X 4/100- ¥ =+/100x* - x*
Para que el &rea sea maxima, su derivada tiene que ser cero:

200«-4x° _ 4x(50-x°) _ As0-x°) _ o _ As0-x*) _ . 502 =0 -

S= = =
2/100x% - x*  2x/100- x>  +/100- x* J100- X2
Xx=+/50 :: x=5/2

Vamos a justificar que se trata de un minimo:

- 2X

— & +100- x* -(100- 2¢?) . — —<%
— 2 _
S,: 100 2X — S”: _ i 2/100 X2 _

V100~ X? V100~
100- 2%’
— 4x100- x? + 72X

_ J100-x2 _ = H{100- ¥)+100x-2x* _  -300x+2x*  _

100-x’ (100~ x* K100~ X* (100~ x* K100~ X*

2 -—
2x*-150  _ o

~ 00— x* W100- X°

19/ 2(50-150) _ 1000/2 _ 20

S"(5/2)= = =-=
( ) (106- 50v100-50  50/50 5
Parax =52 el valor de y es:y =+/100- x? =+/ 106- 50=+/50=5/2 = y

-4<0 = Maximg cqg.j.

El rectangulo de &rea maximaes un cuadrado de lado 5/2 unidades
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BLOQUE 4

1°) Encontrar el area determinada por las curyasx e y= x°.

La curvay=|x| se puede redefinir de la si-
guiente forma:

_ - X Si x<0
y + x si x>0

Segun lo anterior, el punto de corte de las
gréficas es:

| x= X=> x=X ;; X-x=0;; x(xz—l):O
Parax =0 los puntos son O(0, 0) y P(1, 1).

La superficie pedida, teniendo en cuenta que las ordenadas de la recta son ig
0 mayores que las de la curva en el intervalo de la superficie, es:

s;(xs)db_}(u) _2-1

4
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2°) Calcular la integral :j ZX 1 -dx. ¢ Qué representa geométricamente el valor di
X —
dicha integral?

x*-4=t
':f zX -dx = {2x-dx=dt; = =1 }-dtzlLt+C=£L(X2—4)+C:I
X" -4 1 27t 2 2
xdx==dt
2

El valor de la integral representa geomeétricamente la superficie limitada por
., X
funcion f(x)=
( ) x2 __4
Como estos intervalos son infinitos, también los son los valores que puede toma
constante de integracion C.

y el eje X en cualquier intervalo perteneciente al dominio de f(x)
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