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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadina sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuaciéngldda cuestiones de cada bloque es
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a ) Definicion de rango de una matriz.

1 33 1
b ) Calcular elrangodé=| k k 3 -1| segun los valores del parametro k.
-1 33 0

¢ ) Estudiar si podemos formar una base #ledR las columnas de A segun los valores
del parametro k. Indique con qué columnas.

a)
Todas las matrices, mediante transformacionesegl&ies, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cuakrse tiilas nulas estan situadas en
la parte inferior de la matriz y, en las filas ndas, el primer elemento distinto de cero
de una fila esta situado mas a la derecha quene¢ipelemento diferente de cero de la
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el numefitadeno nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una mestalonada equivalente a A.

También puede definirse el rango de una matrizpateterminante, para lo cual
es necesario definir menor de orden k de una n@guiezes el determinante de cualquier

submatriz cuadrada de orden k que se puede fowndos elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayoranguie puede formarse que
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sea distinto de cero.

1 33 1
b) Calcular elrangodé=| k k 3 -1| segun los valores del parametro K.
-1 33 O
1 3 3 1
{c.c,,c} =]k k 3=3|k k 1/=3-(k+3k-3+k-3-3k)=3-(2k-6)=
-1 3 3 -1 3
=6-(k-3)=0 =k =0
1 3 1 3
{c.c,,c} =]k k -1]=3k+3+k+3=4k+6=2-(2k+3)= ko ===
-1 3 O
3 3 1 31 1
{c,,c..c} =]k 3 -1/=3-k 1 -1/=3-(k-3-3+3)=3-(k-3)=0 = k, =0
3 0 1 0
Rang A=3 0OkOR
c)
1 3 3
Con las columnagC,, C,, C.} el sistema formaria la matrid, =| k k 3
-1 3 3

cuyos vectores por columnasrmarian base Ok OR, {k #3}. Para k = 3 los dos (lti-

mos vectores son linealmente dependientes (iguales)

1 3 1
Con las columna$C,, C,, C,} el sistema formaria la matrid, =| k k -1
-1 3 0

cuyos vectores por columnarmarian base Ok OR, {k # -2}. Parak =-2 los tres

vectores son linealmente dependientes.

Con las columnagC,, C,, C,} el sistema formaria la matria , =

cuyos vectores por columndsrmarian base Ok O R, {k # 3. Para k = 3 los dos prime-

ros vectores son linealmente dependientes (iguales)
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kx+y—-2z=0
2°) a) Clasifica el sistemax-y+kz=1}, segun los valores del parametro k.
Xx+y+z=k

b ) Resolver el sistema anterior por Cramer par@k

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
k 1 -2 k 1 -20
M=-1 -1 k|y M=-1 -1 k 1
1 1 1 1 1 1 k
El rango de la matriz de coeficientes en funciék &s el siguiente:
k 1 -2
IM|=|-1 -1 k|=-k+2+k-2-k*+1=-k?+1=0;; k*=1= k =1;; k,=-1
1 1 1

k#1
Para {k 4 1} = RangoM = Rango M'=3=n° incog = Compatible Determinado

1 1 -20
Para k=1 = M'=s|-1 -1 1 1|={C,=C,} = Rangde M' =
1 1 11
1 -2 0
c.c,.cl=1]-1 1

1/=1-2-1-2=-4#0 = Rang M'=3
1 1 1

Para k=1= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatille

-1 1 -2 0
Parak=-1= M'=|-1 -1 -1 1 |={F,=-F,} = RangM'=2
1 1 1 -1

Para k =-1= RangoM = RangoM'=2<n° incog. = Compatible Indeter minado




b)
2x+y-2z=0
Para k = 2 resulta el sistemax—-y+2z=1;.
Xty+z=2

Resolviendo por la Regla de Cramer:

0O 1 -2
1 -1 2
121 1| -2+4-4-1_ -3 -3 ___
X = = = =—=1=x
M | -22+1 -4+1 -3 —
2 0 -2
-1 1 2
11 2 1| 2+4+2-8_ O__O_
SV 3 -3 7
2 1 0
-1 -11
1 1 2| -4+1-2+2 -3
Z= = = _=1=727
M | -3 -3 —
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BLOQUE 2

1°) Un helicéptero situado en el punto P(1, Zjdigre aterrizar en el plano de ecua-
cibn n=x+y+32=0.

a ) Calcule la ecuacion en forma continua de léarde la trayectoria que le lleve al
punto Q mas cercano del plano

b ) Calcule dicho punto Q.

c ) Calcule la distancia que debera recorrer.

a)

La trayectoria que le lleva al punto mas cercantaeperpendicular; o sea, que
tenemos que determinar la recta r que contienarabP(1, 2, 1) y es perpendicular al
planon=x+y+3z2=0.

El vector normal al plano es =(1, 1, 3). El vector director de la recta es cual-
quiera que sea linealmente dependiente del veotarai al pIano:T =(1, 1 3).

Xx=1+A
La expresion de r por unas ecuaciones paramégsrasy=2+A1, UA0R.
z=1+34

b)

El punto Q a calcular es el de interseccion dedta r con el plana:

mT=Xx+y+3z=0
x=1+A1
= (1+1)+(2+1)+3(1+31)=0;; 3+31+3+941 =0 ;;
rsy=2+A, UAOR
z=1+31
le—E:1
2 2
6+12/1:O;;1+2/]:O;;/]:—£:> y:2—l:§ :Q(i’ §, _lj
2 2 2 2 2 2
z:l—é:—l
2 2




c)

La distancia que debe recorrer es la que existe s puntos P y Q, es decir:

d:%:\PTQ\=IQ—PI=‘G RE 1)H(—1, -2, —§j‘=

)

+g = 1—1 :@ unidades=d
4 4 2
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2°) Un asteroide, que sigue aproximadamente |l@dtagia dada por la recta r de ecua-

cionr = x+1:% =2z+1, se estd acercando a un planeta situado en & P(ht1, 2).

a ) Calcule la distancia mas cercana a la quegmaara del planeta.

b ) Calcule el punto de la trayectoria del asteraldnde se alcanzara dicha distancia
minima.

c ) Siinicialmente el asteroide se encuentra grueto M(-1, 0, %2), calcule la distancia
gue debera recorrer para alcanzar dicho punto.

a)
La distancia mas corta es la perpendicular tradadde el punto P a la recta:

‘QPDV

‘ ‘

La distancia de un punto a una recta se obtiere fdemula: d(P, r) =

siendo Q un punto de ry un vector director de la recta .

La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es la siguiente:

X==-1+A
y X+l y-0_z+3
r=x+l===2z+1 ;; = r=qy=24
2 1 2 i
2 =-141)
2 2

Un punto de r puede ser, por ejemplo p&ara3, Q(2, 6, 1), y un vector director
de la recta puede sef = (2, 4, 1).

QP=P-Q=(11 2)-(2 6 1)=(-1 -5, 1)=QP.

i j k
-1 -5 1
a(P, r) = ‘QPDV 2 4 1] _[-5+2j-4k+10k-4i+j| _[-9i+3j+6k| _
V| NzEeatser Ja+16+1 J21

33 +12+22 _3J9+1+4 _ 3\/_4
= NeH BT \/:— \/7 Jeu=d(P,r)

Este apartado puede resolverse de una forma mg#sparo también mas com-
prensible, que es como se hace a continuacion gejilestra con la figura adjunta.



El planoa perpendicular a la recta r y que pasa por el pR(io 1, 2) pertenece
: al haz de planoa cuyo vector normal es el vector

director de la recta, o sea =(2, 4, 1) y como
consecuencia es=2x+4y+z+D =0.

Para determinar el valor de D tenemos en
cuenta quePOa':

mT=2x+4y+z+D =
P(1 1, 2)

0
}:2-1+ 4.1+2+D=0 ;;

2+4+2+D=0;;, D=-8

El plano buscado es=2x+4y+2-8=0.

El punto A de corte de la recta r con el plames el siguiente.

a=2x+4y+z-8=0
x=-1+A
r=qy=2 = 2:(-1+2)+4: (24) (-1 +24)-8=0 ;
z=—-3+31
x=-1+1=0
~2+2A+81-4+11-8=0;; 211 =21= A=1 = {y=2 = A0, 2, 0)
z=-1+1=0 -

La distancia pedida es el modulo del Veator:

d(P,r):‘ﬁD‘:|P—A|:|(1L2)—(0,2,o)| (1, -1 2)| =41 +(-2) +2° =
=V1+1+4 =6 u=d(P,r)

b)
El punto mas préximo es el punto A(0, 2, 0).

(hallado en el segundo procedimiento del apartatkriar)

c)
La distancia pedida esd, :‘m‘ =|M -A|=|(-1 0, 2)-(0, 2 0)|=

=|(-1 -2 1)|=1+ \/7——un|dades:d7
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BLOQUE 3

2

2(1_
1°) Dada la funcionf (x) = Xx(l_f), se pide:

a ) Dominio y corte con los ejes.

b ) Puntos de discontinuidad, tipos de discontiaiig asintotas verticales (calculando
los limites laterales).

c ) Asintotas horizontales y oblicuas.
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extos.

e ) Representacion grafica aproximada teniendaenta los resultados de los aparta-
dos anteriores.

a)
_x*(1-x) . _xXP[1-x) - -x(x-1) - X
f(x)= =, s equivalente a(x)= o1 o1 xed

El dominio de la funcion es el conjunto de los réws reales, excepto el valor de
x que anula el denominadod(f)= R-{-1.

Por ser f(0) = 0, el Unico punto de corte coneies es el origen de coordenadas.

b)

El dnico valor de x donde debemos estudiar la naitad de la funcién es para
el valor x = -1, que es el valor para el cual né dgfinida la funcién.

Los limites laterales son los siguientes:

lim im -—-x2 -(-1?% -
BT Tt Sl e O
X - -1 X > -1 x+1 0 0 i i
= M) M ()=
X—>_l X—>_l
lim lim -x> - (— 1)2 -1
= M TEE ot
X - -1 X - -1" x+1 oM 0*

= La funcion tiene una discontinudad inevitable de salto inf inito para x=-1

Las asintotas verticales son de la forma x = k;les valores finitos de x para los



cuales la funcidon toma valor infinito, o sea, sos Valores de x que anulan el denomi-
nador.

2

., X . , .
La funcion f(x) = - tiene como asintota vertical la recta x = -1.

X+1
c)
Las asintotas horizontales son los valores finijws toma la funcién cuando x
. p e e .. lim lim NG
tiende a mas infinito o a menos infinito: f(x)= - =-o.
X — too X - *o x+1
La funcién dada no tiene asintotas horizontales.
Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxsiamdo:
lim f(x [im - x? lim —-x?
m= Q = = 5 =—-1=m
X0 X XoooXx+l) X- o x*+x
lim lim [ —x2 im —-x®>+x*+x lim X
n= [£(x)-mx = +x|= SEAEREANLEAS- —_=1=n
X — 00 X - o0 | x+1 X — 00 x+1 X —» 00 X+1

2

., X . , .
La funcion f(x) = - tiene como asintota oblicua la recta y = -x + 1.

Xx+1

d)

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento lesrsiguientes:

(x+1)° ) (S 5V i

f,(x):_Zx-(x+1)—x2 A_ 2 +2x=x* _ X +2x __x(x+2)

x(x+2)
(x+1)

f'(x)=0 = - =0;; x(x+2)=0;; x,=0;; x,=-2

Teniendo en cuenta que el denominador es positidependientemente del va-
lor real de x, para estudiar el signo de la deaviaalsta con estudiar el signo del nume-
rador y, teniendo en cuenta el dominio de la fumcifos limites laterales calculados y
las asintotas, los intervalos de crecimiento yet@griento son:

Decrecimiato: (—o, —2)0(0, + ) Crecimieno: (-2, -1)0(-1 0)

Los extremos relativos 0 maximos y minimos sorsigaientes:



f,,()():_(2x+2)-(x+1)2 ~(x+2x) 2. (x+9-1_ (2x+2)- (x+1)-2(x’ +2x):

(x+2)° i (x+2)°
£(x) = _2x° +2x+(ix++l)?;—2x2 —ax _ _ (Xfl)3 - £(x)
f(0)= _(031)3 =-2<0 = Maximo relativo para x=0 = 0O(0, 0).
fr(-2)= C 22+1)3 =2>0 = Minimo relativo para x = -2.
f(-2)=- 5_22_221 = _—il =4 = Minimo: A(-2, 4).

La representacion grafica, aproximada, de la imes la siguiente:

™\ f Y4
RN
\\
y=x+1 f(x)=-2
x+1
Q. . >
X
x=-1
\
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2°) De todos los cilindros de voluméncalcular las dimensiones del que tiene menotr
superficie. (Indicacién: la superficie esta formambat dos circulos de radio r y un rec-

tangulo de altura h y el volumen del cilindro\es 7rr? h).

S, =2-mr*+2mr -h=27r(r +h)=S, = Minima

Sustituyendo el valor de h en la expresion de
la superficie total, queda:

2

37mr? 3 r

j_ 3mr®+1_ 2 3mr+1
=27mr- =—-
3rr

S :2nr[r+

Derivando la expresion de la superficie obtenmarespecto a la variable r:

_2 9mr?r—-(Bmri+)1_2 9mr®-3ari-1_2 6mr’-1_

) S

T3 r? 3 r? 3 r? !

Para que la superficie sea minima, su derivada tiee ser cero:
3 —
S;=0= 2 -6L2120 5 6mr®=1=0;; r° =1 T =3 1 g w76unidades
3 r 6T 6T
3/367T

h= 1 ! = ! = [0 0752 unidades= h

3t TV .| 1 3
- "3
3 ien 3677

Justificacién de que se trata de un minimo:

18mr®-r2-(6r® -1 -3r _2 18mr’-187mri+3 _ 2
=2, =2

2
s ==
T3 r 3 re r

>0 = Minimg, cqg.j.

Las dimensiones de superficie minima son 0’376 tad® por 0’752 u de altura.
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BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Calculo

b ) Calcule la derivada de la funciéffx) = [ cost? - dx.

c) Calcule la integral = [ Lx*- dx.
1

a)

El enunciado del Teorema Fundamental del Calaulegral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua emwdrvalo [a, b], su funcidn integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siesdalerivada f(x)[xO[a, b] y se ex-

presa de la form& (x) = j f(x) - dx”.

De la definicion de F(x) se deduce que:

x+h X X x+h X x+h

F(x+h)=F(x)= [ f(x)dx~[ f(x)dx=] f(x)dx+ jx'f(x)dx—j f(x)dx = [f(x)dx

a a a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], pofTebrema del Valor Medio del
Célculo Integral, existe un ¢ perteneciente akia® (x, x+h), tal que:

f(x)dx= f(c)- (x+h-x)=f(c)-h, por lo tanto se puede poner:

F(x+h)-F(x)= f(c)-h, (con h# 0, aunquetiende a cero) o también:

F(x+h)

F(x+h)-F(x)=f(c)-h = f(x)= — F(X). Tomando limites cuando - O:

F(x) = lim F(x+h)-F(x) _ lim F'Tf(x)dx}" lim F'f(c)'h} lim (o)

h-o0 h "h-o0h 1 “h-o0|h "h-o0
M Como c perteneciente al intervabg x +h),
lim :
] Of(c): f(x), por ser f(x) continua en
f(x [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
cir que:

F'(x)= f(x), cqd.




b)
t?=w

dt =3 dw

t=x > w=x*

f :X t?-d
(x) {cos X = { 20 w0

} = f(x):%xjcosw -dw=
0

1 x? 1 1
:E[senw]0 :E[senx2 —senO]:E senx? = f(x)

f'(x):% .2-cosx® =cosx? = f'(x)

R —0

Y :

Lx-dx = u-andu—X dx = I:{Lx-x—jx-i-dx} =
X

dv=dx - v=X !

:[x- Lx—jdx]f =[x Lx-x]; = (eLe-¢)-(1L1-1)=e-e-0+1=1
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2°) Calcule el area encerrada por la funcidr) = X +1 ylosejes Xe.

XZ

Por ser el denominador de la funcigh+1>0, OxOR, los puntos de corte con
los ejes son los siguientes:

3_
Eje X - f(x)=0 = ;(2+1—0 o x*-1=0;; x=1= A1 0)
EieY - x=0 = f(0)203_1:—1:> B(0, -1)

0% +1 —

De la observacion de los puntos de corte con ks \efeniendo en cuenta que la
funcion es continua en su dominio, que es R, ttakasrdenadas de la funcion que co-
rresponden a la superficie a calcular son negativas

Los limites de integracion son 0y 1y el areagedis la siguiente:

0 03 _
5=[1(q)-dx=[X 1. dx = Realizando la division:
1 1

1X2+
X’ -1 [ x*+1
- x3 - X X
0 -Xx -1
0 v — 0 0 0 0
S:J'(x+ 2X 1j-dx:j(x— 2X - 21 j-dx:jx-dx—j 2X -dx—J' 21 cdx=
1 X +1 1 x“+1 x°+1 1 1 X°+1 1 X°+1
:|1 |2_|3:S (*)
0 1" 01 1
|l:jx dx=| — :_—_:—_:|l
A 2], 2 2 _2

x=0-1=1 I T
x:1ﬁt:2} - Iz_zit dt_z[Lt]Z_

¢ x*+1=t
I, =] 2 dx =
L XS+ dx = dt

=~ Li-1g= 2 o-Lg= -2 L2=-LV2=1,

0
1
I :lxz 1 dx:[arc tag x]f =arctagO0-arctagl=0-

NN
IS




Sustituyendo en (*) los valores obtenidos dé le k, resulta finalmente:

_(_L\/E)_(_zzrj:_lﬂ_\/EJrz_T:4L\/§+7T—2:

S=1,-1,-1,=- > . .

N[

L(W2) +m-2 _La+m-2
4 o

=S
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