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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadina sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuaciéngldda cuestiones de cada bloque es
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frdbenius.

. : . ax+by=0
b ) Estudiar y resolver, cuando sea posible, &drsia " ;/_ a}.

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarseatdi® siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que stersia de m ecuaciones con n
incognitas tenga solucidén es que coincida el ralegla matriz de los coeficientes con el
rango de la matriz ampliada con los términos indd@ntes.

Si el rango es igual al nimero de incogretasstema es compatible determinado.

Si el rango es menor que el numero de inta@gel sistema es compatible indeter-
minado.

En el caso particular de un sistema homogénamndicion necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es quegd nla matriz de los coeficientes
sea menor que el nimero de incégnitas. La condiw@esaria y suficiente para que un
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incogadaompatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)

: .. . a b abo
Las matrices de coeficientes y ampliada 5br 11 y M'= 1 1al
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Para a#b = RangoM = RangoM '=2 =n°incognitas= Compatibledeter minado

a ago
Paraa=b#0 = M'= = RangoM'=2
1 1a

Para a=b#0 = RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatilbe

0 0O
Para a=b=0 = M'= 110 = RangoM'=1

Para a=b=0 = RangoM = RangoM'=1<n° inc6g = Compatible Indeterminado

Resolvemos en los casos de compatibilidad:
1°) Para a = b = 0 el sistema resulta la ecuacidyg x 0, cuya solucion es:

x=-y, OxOR

2°) Para & b resolvemos por Cramer:

ax+by=0
X+y=a
O b a o0
a 1| -ab 1l a a’
X = = = i = = =y
a bl a-b a-b a-b
11
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1 0 -1
2°) Calcule, si es posible, lainversade lamatrs|1 1 -1|.
21 0

Para que una matriz tenga inversa es necesarisujdeterminante sea distinto
de cero:

10 -1
|A|=|1 1 -1/=-1+2+1=2#0 = Lamatriz A es inversible .
21 0

Vamos a obtener la matriz inversa de dos fornfasadhtes:

1.- Por el método de Gaus-Jordan:

10 -1l1 00 10 -1/1 00
|:2<—>F2_F:L
(A/1)=|1 1 -1|0 1 0|= = 0|-1 1 0[=
F, o« F,-2F,
21 0|00 1 2|-2 01
10-1/1 0 0 10-11 0 0
{F, ~F,-F}=|01 0|-1 1 0|={F, -iF}=|01 0]|-1 1 0|=
00 2|-1-11 00 1|-1 -1 1
100 &£ -1 ¢ 7 T3 2
={F, - F+F}=|0 1 0/-1 1 0| = A'=|-1 1 0
00 1f-3 -3 3 2 T2 2
2.- Por determinantes:
10 -1 1 1 2
A=[1 1 -1|;;|Al=2;; A"=|0 1 1
21 0 -1 -1 0
‘1 1‘ _‘o 1‘ ‘o 1‘
_i O2 1_12O _i _i t-id
Adj (A7) =| - . =|-2 2 0|=Adj(A)
-10/ |-1 0 o | I Y
12 J12 11
11 01 01



1 -1
-2 2

Adj. (AT) _\-1 -1
Al 2

-1 1

2 2

1 0=
-1 1

2 2
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BLOQUE 2

X=A
X=-1_ y+2
3

1° ) Estudie si las rectas= :1—§ yr,= y:1+§/l se cruzan, se cortan
z=2-A

0 son coincidentes y calcule la distancia entiaesell

Xx-1 y+2 z-2

La expresion correcta deas:r, = s - o

El estudio de la posicion relativa mediante vexgatirectores es como sigue.

Un vector director de la rectaes v, =(2 3, -2) y un vector de la recta pue-

— 3
d =11 =, -1|.
e serv, (1 5 j

N w

Los vectoresv, =(2, 3 -2) y I:(l : —1j son linealmente dependientes
por serv, = 2- v, , lo cual significa que

Las rectasiry r, son paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso se puede tomar un puntmd de las rectas y comprobar
si pertenece 0 no a la otra recta; segun que gedaro no las rectas son coincidentes
paralelas, respectivamente.

Como en el ejercicio nos piden la distancia elasaectas podemos obviar lo di-
cho en el parrafo anterior por lo siguiente: laatisia entre dos rectas paralelas es Iz
misma que la distancia de un punto de una de ¢4gsra la otra; segun que la distancia
sea 0 o no, las rectas seran coincidentes o @satespectivamente.

La distancia de un punto P a una rectaenevidada por la siguiente férmula:
‘ POV ‘

Un punto de la recta es P(0, 1, 2); un punto de la rectees Q(1, -2, 2) y un
vector director deyres v, =(2, 3, -2).

d(P, r)= , siendo Q un punto de la recta vyun vector director de la recta r.

PQ=Q-P=(1 -2 2)-(0, 1 2)=(1 -3 0)=PQ




ik

1 -3 0
at, 1) =d(P r)_‘PQDVl |12 3 -2|| |6i+3k+6k+2j| |6i+2j+9K| _
1 12 v 11 71' \/22_'_32_'_(_2)2 [4+9+4 \/ﬁ

62 +22+9% /36+4+81 121 11 _llx/l_7u_d(Ir r,)
N 17 7 N4t o

Las rectas;ry r, son paralelas.
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2°) Estudie si existe algun punto que perteneiaa/@z a los tres planos siguientes:

x=1+A
TL=EX-Yy+2z=0; /m,=2=2y ; = y=1+A+u .
z=1+2A-u

Para que exista un punto perteneciente a lopkaess es necesario que el siste-
ma que forman los tres planos sea compatible detadm y la solucién son las coorde-
nadas del punto de corte.

Para expresar el plamg por su ecuacion general tenemos en cuenta quesus

tores directores som =(1, 1, 2) y v =(0, 1, -1) y que P(1, 1, 1) es un punto que per-
tenece al plano. Su ecuacion general es la siguient

x-1 y-1 z-1
m=l 1 1 2 [=0; -(x-1)+(z-1)-2(x-1)+(y-1)=0 ;;
0 1 -1

-3(x-1)+(y-1)+(z-1)=0;; -3x+3+y-1+z-1=0;; 7, =3x-y-z-1=0

Xx-y+z=0
El sistema formado por los tres planos e@y-z=0; y la matriz de coeficien-
X-y-z=1
1 -1 1
tesesM =|0 2 -1]|.
3 -1 -1

Para que el sistema sea compatible determina@ogb de M tiene que ser tres:

1 -1 1
IM[=]0 2 -1/=-2+3-6-1=-6#0 = RangoM =3
3 -1 -1

Los planos n,, n, y n, tienenun punto en comdn

Para determinar el punto de corte resolvemosteinsegspor Cramer:

0 -1 1 1 0 1
0 2 -1 0 0 -1
1 -1 -1 1-2

X = = —E—X"y— = ——E—y
-6 -6 6 Y 6
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BLOQUE 3

3

1°) Dada la funcionf (x) :1X—2, se pide:
- X

a ) Dominio y corte con el eje X.

b ) Puntos de discontinuidad, tipos de discontiaiig asintotas verticales (calculando
los limites laterales).

c ) Asintotas horizontales y oblicuas.
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extos.

e ) Representacion grafica aproximada teniendauenta los resultados de los aparta-
dos anteriores.
a)

Por tratarse de una funcion fraccionaria su damsi R, excepto los valores que
anulan el numerador, por lo cu@(f)= R-{-1, 1.

Los cortes con los ejes son los valores que atalamcion, o sea, el numerador.
El punto de corte con el eje X es para x =0:, O[0
b)
Segun el dominio, los puntos de discontinuidadpa x = -1y X = 1, que son
los Unicos para los que no esta definida la funcion
Por serf (- x) = —f (x) se trata de una funcion simétrica con respeadnigén.
Las asintotas verticales son los valores que amlldenominador:

2

1-x*=0;; x,=1;; x,=-1

Para determinar la tendencia en las asintotaa félention tendremos en cuenta
los limites laterales siguientes:

lim lim x° -1 o lim lim X -1
=, 1)

: ] . lim lim
Por simetria con respecto al origen: L f(x)=+0 y L f(x) = —oo.
X - X -

Se trata de discontinuidad inevitable de saltmitaf en los dos puntos.



c)

Las asintotas horizontales son los valores finijws toma la funcién cuando x
tiende a infinito; son de la forma y = k.
lim lim  x® : ] :
y=k= f(x)= ~ =0 = No tiene asintotas horizontales.
X - X - 00l-x

Las asintotas oblicuas son de la forgmramy + n, siendo:

3

X
_odim f(x)_ lim gy  limox*
m = — = =2 = >=-1=m
X 5 00 X X 5 0 X X - 0 l1-X
[im [im X3 lim x®+x-x°
n= [f(x)-m¥ = —+x|= S~ = =0=n
X — 00 X - 0o {1-X X >0 1-X
La asintota oblicua es larecta: y=-x.

d)

Para determinar los intervalos de crecimiento gret@miento asi como los ex-
tremos relativos recurrimos a las derivadas:

o3 =x?)-x(-2x) _3x?-3xt+2xt _ —xP 43 x*(3-x?) _ .,
LR (1-)x22 B iy v (xz-lz)‘f(x)

Como el denominador es positivo para los valoees dertenecientes al dominio
de la funcion, la derivada es positiva 0 negategis lo sea el numerador:

f'(x)>0 = 3-x*>0;; x¥*<3;; [x|<V3 =

Crecimieno: (-3, -1)0 (-1 )0, +43)

f'(x)<0 = 3-x* <0 ;; x* >3 ;; |x| >3 = Decrecimiato: (e, ~+/3)0 (3, +o)

Para que exista un extremo relativo es necesaedegderivada sea nula:

f'(x)=0 :)((21(_3—;2))(22)20 . x2(3—x2):o X =0 X, =~/3 7 X, =—/3

Para diferenciar los posibles maximos o minimasini@nos a los signos de la
segunda derivada:



(x) = (6x-4x®) -(1-x*) - x*(3-x?) - 2(1-x*) - (- 2x)

-

(6x—4x?) - {1—x?)+4x* (3- x?) _ BX—6x° —4x7 +4x° +12x° - 4x° _ 2x° +6X _
(=) (=) (=)

f(0)= 0~ 0 = No hay maximo ni minimo (Para punto de inflexion)

f,,(@): 2.3 (3+3) :13\/5

3 <0= Méaximo para x=+/3
(1-3)

f(ﬁ):l_ﬁ:——g’ = Maximo = P(\@, —?j

Por ser la funcion simétrica con respecto al origene un minimo relativo en el

punto Q(— V3, ?j .

Para que existe un punto de inflexion para x s @ecesario que no se anule la
tercera derivada para este valor.

() = (6x> +6) - [L-x2) - 2x(x* +3) - 30-x*) - (- 2x)

)

(6x +6) - (1-x?)+12x* (x* +3) _ 6x* —6x* +6-6x> +12x* +36x> _ 6x* +36x> +6 _

(1— X? )4 (1— x? )4 (1— x2)4

f(0)= g #0 = Existe punto de inflexion parax = (£.(0)=0 = P.1.= 0(0, 0)

e)
Con los datos obtenidos con anterioridad tenenswsentos suficientes para rea-
lizar el dibujo de la gréafica de la curva con lfiGgente precision, que es la siguiente.
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2°) Una cartulina tiene forma rectangular con 30dentbase y 20 cm de altura. Se quie-
re construir un cajon (sin tapadera) con la foregultante tras recortar cuatro cuadra-
dos de lado x en cada esquina de la cartulinauf@aicpara que el volumen del cajén

resultante sea maximo. Calcule dicho volumen.

.................

20 cm

30 cm 20 — 2x

Sea x el valor del lado del cuadrado recortadoadia eina de las esquinas de la
cartulina.

El volumen de la caja resultante es:

V = (20-2x)(30- 2x) - x = (600~ 40x ~ 60X + 4x?) - X = 4x® ~100x* + 600x =V .

Para que el volumen sea maximo su derivada tieaeser nula:

V'=12x% - 200x + 600= 4(3x? ~50x +150) = 0 ;; 3x? —~50x +150=0

_ 25+57
- 50+1/2500-1800 _ 50+700 _ 50107 _ 2557 _ |%7 3
2.3 6 6 3 25-57
X, = ——
3
Es evidente que la solucioqg = 25+35ﬁ > 25+35'2 :3—; >10 no tiene sentido
|6gico; téngase en cuenta que uno de los ladcs ckerfulina mide 20 cm.
La solucioén légica es = %_—;ﬁ cm.

Para justificar que se trata de un maximo calcafala segunda derivada:

1 25-5J7
3

V"(x) = 24x-200 ;; v"(25) = 24 - 200=8(25-517)- 200=

= 200- 407 +200=-40J/4 <0 = Maximq cq.j.




El volumen pedido es el siguiente:

V = 4x(x* - 25x+150) ;; V ; ;

(%5\5): A. 25—5\/7 _[(25—5ﬁj2 _25_25_—35\/7+150]:

=20-25-

9 9 3

5-47 [5-7] 25-5(7 +6] . 500(5‘\/7).{25‘10\/7” 25507 +6}
3 3 3

500 5—3ﬁ 32-10J7 -75+15/7 +54 _ 500-(5—ﬁ) -(11+5ﬁ):

9 27
5207 - [55+ 2547 -11/7 - 38) = > 27 O (20+14v7)00 500 2+ (20+ 3704) = 52070 5704=

_ 2852026 105631cn? OV
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BLOQUE 4

) X2 +2
1°) Calcule la integral = jm . dx.
X2 + 3x
x° +2 | X2 +3x+2
-x® -3x* —-2x X—3

0O -3x> -2x +2
+3x? +9x +6
0O +7x +8

3+ + 2 +
—J',L,X—Z-dx:j[x—3+z7x—8j-dxzx——3x+j& dx =
X +3x+2 X +3x+2 2

2
%—3x+|1:| *)

Para resolver la integral lescomponemos factorialmente el denominador:

320 xo 398 _-3%1 {

, > = X2 +3x+2=(x+1)(x+2)

7X+8 7X+8 A B
|, =] =l—" =\|| — . =
' jx2+3x+2 o I(x+1)(x+2) ax j(x+1+x+2j o

:J-Ax+2A+Bx+B_ :J»(A+B)x+(2A+B) dx A+B:7}__—A—B:—7}

(x+1)(x+2) X +3x+2 2A+B=8 " 2A+B=8

= A=1;,B=6 = |l:j(xi+1+xfzj-dx:L|x+1|+6L|x+2|:|l

Sustituyendo el valor de &n la expresion (*), queda finalmente:

2
| :%—3x+ L|x+1[+6L|x+2|+C
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2°) Calcule el area encerrada por el eje X y laifim f (x) = xcosx entre los valores

x=-" y x="
2 2

La funcidn f(x)=x - cosx tiene como dominio de definicion R y es continna e
su dominio; teniendo en cuenta qtie- x) = - f (x), la funcién f(x) es simétrica con res-
pecto al origen, lo que implica que, en valor alteollas superficies encerradas por el

eje X y la funcion entre los valor%sg, O} y {0, 7—21 son iguales.

En el intervalo0, Z] los valores de x y cos x son positivos, por lddda seré el
valor de f(x).

Segun lo expuesto anteriormente el area pedida es:

2 X=U - dx=du
S:Z-J'x-cosx-dx: N
0 cosX - dx=dv - v=senx

n L
= S= 2-[x-senx—jsenx-dx]§ =2-[x-senx+cosx|Z =

=2. (I—T-senl—TH:OSZ—Tj—(O- sen0+cos0) | = 2-(7—7 -1+O—O—1j: 2-(7—7—1j:
2 2 2 2 2
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