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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Observaciones importantes: El alumno deberá responder a una sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuación de las dos cuestiones de cada bloque es 
la misma. No está permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen cálculo 
simbólico o  gráficas. 

 
BLOQUE 1 
 

1º)  Calcular el rango de la matriz 
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Para a ≠ 2 el rango de A es tres y para a = 2 el rango de A es dos. 
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2º)  Estudiar si el sistema 







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 tiene solución y, en ese caso, resolver por la 

Regla de Cramer. 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M es el siguiente: 
 

3'05212

201

011

111

==⇒≠=++=
−

−−
−

= MRangoMRangoM  

 
 Según el Teorema de Rouché-Fröbenius: 
 

adoDeterCompatibleSistemaincógnitasnMRangoMRango minº3' ⇒===  

 
Resolvemos por la Regla de Cramer: 
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BLOQUE 2 
 
1º ) Calcule la ecuación del plano π determinado por los puntos P(1, 0, 1), Q(2, 2, 2) y 
R(1, -1, 0) y la distancia entre el plano π y la recta r determinada por el punto S(1, 0, 0) 
y el vector ( )0,1,1=v . 

---------- 
 

        Dos vectores directores de π  son: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )








−−=−−=−==

=−=−==

1,1,01,0,10,1,1

1,2,11,0,12,2,2

PRPRv

PQPQu

 

 
 Considerando, por ejemplo, el punto P(1, 0, 1), la ecuación general de π es: 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 011;;011;;01112

;;0

110
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;;0
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=
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02=−+−≡ zyxπ  

 
 Vamos a comprobar que la recta r es perpendicular al plano π, como cabe esperar, 
ya que, si no es así, la recta sería secante al plano y su distancia sería cero.  
 
 Para que la recta y el plano sean perpendiculares es necesario que el vector direc-
tor de la recta y el vector normal al plano sean perpendiculares. 
 
 Un vector normal de π es ( )1,1,1 −=n  y el vector director de r es ( )0,1,1=v . 
 

( ) ( ) .,00110,1,1·1,1,1· comprobarqueríamoscomorvn ⊥⇒=+−=−= π  

 
 La distancia de una recta a un plano del que es paralela es equivalente a la distan-
cia de cualquier punto de la recta al plano. Considerando el punto ( ) rS ∈0,0,1  y sa-
biendo que la distancia del punto ( )000 , yxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxπ  

viene dada por la fórmula: ( )
222

000
0 ,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π : 

 

( ) ( )
( )

( )srdunidadesSdrd ,
3

3

3

1
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111

20·10·11·1
,,

222
===
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−+−
=

+−+

−+−
== ππ . 
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2º) Calcule el punto del plano 1=++≡ zyxπ  más cercano al punto P(1, 2, -3). Calcule 
la distancia entre ambos puntos. 

---------- 
 

 En el gráfico adjunto se puede 
entender con mayor facilidad el proce-
so que vamos a seguir para determinar 
el punto Q que está más próximo del 
plano π . 
 
 La rectas perpendiculares al 
plano π  constituyen el haz de planos 
cuyo vector director es el vector normal 

al plano: ( )1,1,1=n . 
 
 La recta r, perpendicular al plano π  y que pasa por el punto P(1, 2, -3) dada por 

unas ecuaciones paramétricas es 

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1

z
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x

r  y cualquiera de sus puntos tiene una ex-

presión general de la forma: ( )λλλ +−++ 3,2,1'Q . 
 
 El punto Q, intersección de π y r es la solución del sistema que forman: 
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 Aplicando la distancia entre dos puntos: 
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
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********** 
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BLOQUE 3 
 
1º) Dada la función: ( ) xxxxf 44 23 +−= , se pide: 
 
a ) Dominio y cortes con el eje X. 
 
b ) Estudio de regiones para el signo de f(x). 
 
c ) Límites en +∞ y -∞ y estudiar si existen asíntotas horizontales y oblicuas. 
 
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos. 
 
e ) Representación gráfica aproximada. 
 

---------- 
a ) 
 Por tratarse de una función polinómica su dominio es R 
 
 Los puntos de corte con el eje X se obtienen anulando la función: 
 

( ) ( ) ( )
( )

( )








→=

→=

⇒=−=+−=+−=
0,22

0,00

02;;044;;044

2

1

2223

Ax

Ox

xxxxxxxxxf  

b ) 
 
 Para estudiar el signo de la función en sus diferentes intervalos tenemos en cuenta 
que la función es continua en R y los puntos de corte con el eje X, que dividen el domi-
nio en tres intervalos: ( ) ( ) ( )∞+∞− ,22,0,0, y . 
 
 Dando un valor sencillo en cada intervalo determinamos el signo de la función: 
 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) 0336391236273·43·433

014411·41·411

094411·41·411

23

23

23

>=−=+−=+−=

>=+−=+−=

<−=−−−=−+−−−=−

f

f

f

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞+∪⇒>∞−⇒< ,22,00;;0,0 xfxf  

 
c ) 
 

( ) ( ) =














 +−
+∞→

=+−
+∞→

=
+∞→ 2

323 44
144

xx
x

x

lím
xxx

x

lím
xf

x

lím
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
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d ) 
 Una función es creciente en un punto cuando su derivada es positiva en ese punto 
y es decreciente en caso contrario. 

( )









=

=
⇒

⇒
±=±=±=−±==+−⇒=+−=

2

3

2
3

24

6

48

6

168

6

48648
;;04830483'

2

1

22

x

x

xxxxxxf

 

 
 Los valores que anulan la primera derivada dividen el dominio de f en tres inter-
valos donde la función es, alternativamente, creciente o decreciente; los intervalos son 

los siguientes: ( )∞+














 ∞− ,22,
3

2
,

3

2
, y . 

 
 Considerando el valor x = 0 perteneciente al segundo intervalo, resulta: 
 

   ( )

( )














∞+∪






 ∞−










⇒>=

,2
3

2
,:

2,
3

2
:

040'

edecrecientFunción

crecienteFunción

f  

 
 Para que exista un máximo o mínimo relativo es condición necesaria que se anule 
la primera derivada y que, para esos valores, la segunda derivada sea negativa: 
 

( )

( )

( )













=⇒>=−=−=

=⇒<−=−=−






=

⇒−=
20481282·62''

3

2
04848

3

2
·6''

86''

3
2

xparaMínimof

xparaMáximof

xxf  

 

( )
8

3

8

2427
3

8

27
6

4

9
·4

8

27

2

3
·4

2

3
·4

2

3
23

2
3 =−=−=+−=







+






−






=f  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



( ) 081682·42·422 23 =+−=+−=f  

 

( )0,2:;;
8

3
,

3

2
: ArelativoMínimoBrelativoMáximo 







  

e ) 
 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 

f(x) = x3 – 4x2 + 4x 

X 

Y

O 2 

2 

1 

1 3 
A

B 
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2º) La longitud de la barra de un bar de forma rectangular y apoyada en una pared vale 
yxL += 2 . Calcular las dimensiones de x e y para que la longitud de la barra sea míni-

ma, sabiendo que el área encerrada por la barra debe ser de 18 metros cuadrados. 
 

---------- 
 
 La longitud de la barra es yxL += 2 ; 
para que sea mínima es necesario que su de-
rivada sea nula; para obtenerla es necesario 
expresar L en función de una sola variable, 
para lo cual consideramos que la superficie 

de la barra es 
x

yyxS
18

18· =⇒== . 

 
 Sustituyendo el valor de y en la expre-
sión de la longitud, resulta: 
 

L
x

x

x
xyxL =+=+=+= 18218

22
2

 

 
 

( )

3;;33

;;09;;01820
18218241·182·4

'

21
2

22
2

2

2

22

2

2

−==⇒=

=−=−⇒=−=−−=+−=

xxx

xx
x

x

x

xx

x

xxx
L

 

 
La solución x = -3 carece de sentido lógico. La solución es x = 3 metros. 

 
 Para justificar que se trata de un mínimo se recurre a la segunda derivada: 
 

( ) ( ) ...,0
3

36
3''

3636442·182·4
''

333

22

4

22

jqcMínimoL
xx

xx

x

xxxx
L ⇒>=⇒=+−=

−−
=  

 

ymetrosy === 6
3

18  

 
La barra tiene unas dimensiones de 3 x 6 metros. 

 
********** 

PARED 

BARRA x x 

y 

S = 18 m2 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



BLOQUE 4 
 
1º)  a ) Enuncie el Teorema Fundamental del Cálculo.  
 

b ) Calcular la integral ∫ ++
= dx

xx

x
I ·

232

3

. 

---------- 
a ) 
 El enunciado del Teorema Fundamental del Cálculo Integral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su función integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivada f(x), [ ]bax ,∈∀  y se ex-

presa de la forma ( ) ( )∫=
x

a

dxxfxF · ”. 

 Aunque no se pide, vamos a demostrar el teorema: 
 
 De la definición de F(x) se deduce que: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
+++

=−+=−=−+
hx

x

x

a

hx

x

x

a

x

a

hx

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfxFhxF  

 
 Como la función f(x) es continua en [a, b], por el Teorema del Valor Medio del 
Cálculo Integral, existe un c perteneciente al intervalo ( )hxx +, , tal que: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) hcfxhxcfdxxf
hx

x

·· =−+=∫
+

, por lo tanto se puede poner: 

 
( ) ( ) ( ) hcfxFhxF ·=−+ , ( )ceroatiendeaunquehcon ,0≠  o también: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xFhxF
xfhcfxFhxF

−+=⇒=−+ · .  Tomando límites cuando 0→h : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cf
h

lím
hcf

hh

lím
dxxf

hh

lím

h

xFhxF

h

lím
xF

hx

x 0
··

1

0
·

1

00
'

→
=






→
=









→
=−+

→
= ∫

+

 

 
 
Como c perteneciente al intervalo ( )hxx +, , 

( ) ( )xfcf
h

lím
=

→ 0
, por ser f(x) continua en 

[a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
cir que: 
 
   ( ) ( ) ...,' dqcxfxF =  

 
 La interpretación gráfica es la que indica la figura. 

O X 

Y 

f(x) 

a b c x+h x 

h 

S = F(x) 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



b )  

∫ ++
= dx

xx

x
I ·

232

3

 

 
3x      232 ++ xx  
3x−  23x−  x3−     3−x  

0 23x−  x3−    
 23x+  x9+  6+   
 0 x6+  6+   

 

(*)3
2

·
23

66
3

2
·

23

66
3·

23

1

2

2

2

22

3

IIx
x

dx
xx

x
x

x
dx

xx

x
xdx

xx

x
I

=+−=

=
++

++−=








++
++−=

++
= ∫∫∫

 

 
Para resolver la integral I1 descomponemos factorialmente el denominador: 

 

( )( )2123
2

1

2

13

2

893
;;023 2

2

12 ++=++⇒






−=

−=
⇒

±−=−±−==++ xxxx
x

x
xxx  

 

( )( ) 121 26·
2

1
6·

21

1
6·

23

66
IxLdx

x
dx

xx

x
dx

xx

x
I =+=

+
=

++
+=

++
+= ∫∫∫  

 
 Sustituyendo el valor de I1 en la expresión (*), queda finalmente: 
 

CxLx
x

I +++−= 263
2

2
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2º) Calcule el área encerrada por la gráfica de la función ( ) xLxxf =  para 21 ≤≤ x , la 
recta x = 2 y el eje X. 

---------- 
 
 El dominio de la función son los valores reales del intervalo ( )∞+,0  y, por tratar-

se del producto de dos funciones continuas, la función dada es continua en su dominio. 
 

( ) ( )

( ) ( )
10

1
010

10/1

1
''

1
''

10

1
;;1;;010';;1

1
··1'

10
1 =⇒>==⇒=

=−==+⇒=+=+=

xparaabsolutoMínimof
x

xf

xxLxLxfxL
x

xxLxf

 

 

 El punto de corte de f(x) con el eje X es: ( )




=
=

⇒==
1

0
0

2

1

x

x
xLxxf . Como el valor 

x = 0 no pertenece a la función, el único punto de corte con X es A(1, 0). 
 
 Con los datos anteriores podemos hacer un gráfico aproximado de la situación, 
que es el indicado en la figura. 

 
De la observación de la figura se de-

duce que el área buscada (sombreada en la 
figura) es la siguiente: 
 

( ) (*)··
2

1
∫= dxxLxS  

 

( )

=







−=⇒

⇒



















=→=

=→=
⇒=

∫

∫

2

1

22

2

2

1

·
1

·
22

·

2
·

·
1

··

dx
x

xx
xLS

x
vdvdxx

dtdx
x

uxL
dxxLxS

 

 

=







−= ∫

2

1

2

2

1

2
dxxxL

x ( ) ( ) ( ) =







−−








−=








−=








− 112

4

1
122

4

2
12

42
·

2

1

2

222

1

22

1

22

LLxL
xx

xL
x  

 

( ) ( ) ( ) ( ) SuLLLL ==−≅−=−=+−=−−−= 264'0355'5
4

1
328

4

1

4

3
22

4

1
12210·

4

1
122  

 
********** 
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