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Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen calcu
simbdlico o gréficas.

BLOQUE 1
1 2 1 a
1°) Calcular el rango de lamatrdz=| 1 -2 3 1|, segun los valores del parametro.
0 4 -2 1
1 2 1
{c,c,cC}=1|1 -2 3|=4+4-12+4=0
0 4 -2
1 2 a
{c,c,.cl=11-21=-2 4- 4 =2 4-84a-2=0= a=2
0 4 1
1 a
{c,c,clt=1]1 3 1|=3 a+ 2 £ 4 2a=42-a)=0= a=2
0 -21
2 1 a
{c,,c,,Cl=1]-2 3 1|= 6 4+ 4 18+ & 216-&=§2-a)=0 = a=2
4 -2 1

Para a£ 2 el rango de A es tresy paraa =2 el rango de A es dos.
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X—y+z=-3
2°) Estudiar si el sistema -x-y=1; tiene solucidn y, en ese caso, resolver por le
Xx—-2z=-1

Regla de Cramer.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 1 1 -1 1 -3
M=-1-1 0|yM=-1-1 0 1
1 0 -2 1 0 -2 -1

El rango de M es el siguiente:

1 -1 1
IM|=|-1 -1 0 |=2+1+2=5#0 = RangoM=RangoM'=3
1 0 -2

Segun el Teorema de Rouché-Froébenius:

RangoM= RangoM '= 3=n° incégnitas = SistemaCompatibleDeterminado

Resolvemos por la Regla de Cramer:

-3 -1 1 1 -3 1
1 -1 0 -1 1 O
-1 0 -2|_-6-1-2_ 9__ .. |1 -1 -2|_ -2+1-1+6_4_
X= - =—=—=X 1 y= - =—=Yy
5 5 5 5 5 5
1 -1 -3
-1 -1 1
1 0 -1 1-1-3+1 2
zZ= = =—_=7
5 5 5
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BLOQUE 2

1°) Calcule la ecuacién del planaleterminado por los puntos P(1, 0, 1), Q(2, 2, 2) y
R(1, -1, 0) y la distancia entre el plamg la recta r determinada por el punto S(1, 0, 0)
y el vectorv =(1, 1, 0).

u=PQ=Q-P=(22 2-(1039=(1 2 1)
Dos vectores directores deson:

“v=PR=R-P=(1- 1 0-(1 0 9=(0, -1 -1)

Considerando, por ejemplo, el punto P(1, O, 1), la ecuacion genarakde

x-1 vy z-1 x-1 vy z-1
zT(P, U V)E 1 2 1 |=0;; 1 2 1 |=0;
0O -1 -1 0O 1

2xd+(z-(x1-y=0;; (x-)-y+(z-9=0;; x-1- y+z-1=0

T= X—y+z-2=0

Vamos a comprobar que la recta r es perpendicular al plaoono cabe esperar,
ya que, si no es asi, la recta seria secante al plano y su distancia seria cero.

Para que la recta y el plano sean perpendiculares es necesario que el vector d
tor de la recta y el vector normal al plano sean perpendiculares.

Un vector normal de es n =(1, -1, 1) y el vector director de r es =(1, 1, 0).

_— —

n v=(1- 1,1 (22 0=1-1+0=0 = 70 r, como queriamoscomprobar

La distancia de una recta a un plano del que es paralela es equivalente a la di
cia de cualquier punto de la recta al plano. Considerando el g(mta 0)Or y sa-

biendo que la distancia del pungyx,, y,) al plano genéricar = Ax+By+Cz+D =0

_ ) Ax + By, +Cz + D
viene dada por la formulat(P,, 77):| il Bt |:
VA +B?+C?

w

dr, 7)=ds 77)-| L 1'0+1'0_2|-|1_O+0_2|—i——unidades:d(r s)
| | JE+(P+r Vel Y3 3 o

*kkkkkkkkk



2°) Calcule el punto del plane= x+ y+z=1 mas cercano al punto P(1, 2, -3). Calcule
la distancia entre ambos puntos.

En el grafico adjunto se puede
entender con mayor facilidad el proce-
SO que vamos a seguir para determinar
el punto Q que estd mas proximo del
plano 7.

La rectas perpendiculares al
plano n constituyen el haz de planos
cuyo vector director es el vector normal

al plano: n =(1, 1, 1).

La recta r, perpendicular al plamoy que pasa por el punto P(1, 2, -3) dada pot
x=1+A1
unas ecuaciones paramétricag esy=2+4 Yy cualquiera de sus puntos tiene una ex-
z=-3+ /4

presion general de la forma:{1+ 4, 2+ 4, -3+ ).

El punto Q, interseccion dey r es la solucién del sistema que forman:

N
1]

X+ y+z-1=0
x=1+A4
y=2+A
z=-3+/

= (BA)+(2#2)+(-3+2)-1=0;; 31-1=0 ;;

_:
n
1
Wik

|

Xx=1+

= Puntomadas cercana Q(g g —§j

Wik Wik
wl~N ®

= =2+
y 3

z=—3+}:—
3

wl oo

Aplicando la distancia entre dos puntos:
oo 4 7\’ 8\ I 1y (1Y (1Y _ 1.1 1_
e, 9=m=(1-2] (22 o[22 = 3 [ o[- = 533

:\E:g unidades= d(P, 7)
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BLOQUE 3

1°) Dada la funcion:f(X) = x* - 4x? + 4x, se pide:

a ) Dominio y cortes con el eje X.

b ) Estudio de regiones para el signo de f(x).

c ) Limites en +ay -0 y estudiar si existen asintotas horizontales y oblicuas.
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
Por tratarse de una funcién polindbmica su dominio es R
Los puntos de corte con el eje X se obtienen anulando la funcién:

x, =0 - 0O(0, 0)

I(>)=X°’—4x2+4x:O ><(x—4(+zg 0; x(x 2
xzzzﬁA(z,o

N—r

b)

Para estudiar el signo de la funcién en sus diferentes intervalos tenemos en cL
gue la funcién es continua en R y los puntos de corte con el eje X, que dividen el dc
nio en tres intervalog-e, 9, (0, 2) y (2, +).

Dando un valor sencillo en cada intervalo determinamos el signo de la funcién:

f(-)e(- 1- 4(- ¥+ 4(-3=-21-4-4=-9<0
f()E - 4.1+ 4-1=1- 4+ 4=1>0
f()8 °3 423 4.3 27 36 12 39-36=3>0

f(x)< 0= (-, Q ;; f(x)>0 = (0, O(2 +w)




Him f(x)= fim (x3 - 4x2 +4X): i © {Xs(l_ﬁu’izﬂ =

X - —00 X - —00 X - —

d)
Una funcion es creciente en un punto cuando su derivada es positiva en ese [
y es decreciente en caso contrario.

f(X)= 3 - &+ 4= 0= X -&+4=0;; x= 8ix/24—48=81g/f5=824=4§2 _

X =

wlinN

X, =2

Los valores que anulan la primera derivada dividen el dominio de f en tres int
valos donde la funciéon es, alternativamente, creciente o decreciente; los intervalos
los siguientes{— o, %) @ 2) y (2, +0).

Considerando el valor x = 0 perteneciente al segundo intervalo, resulta:

Funcién creciente (g 2)

f(0=4>0 =

Funcién decrecierd: [—oo, gj 0(2 +)

Para que exista un maximo o minimo relativo es condicion necesaria que se a
la primera derivada y que, para esos valores, la segunda derivada sea negativa:

f --(z): 6-(%)— 8= 4-8=-4<0 = Maximo para x=§

f'(x)=6x-8 =
f (P= 6-2 812-8=4>0 = Minimo para x=2

3 2
f(%)=[§j _4.(§j +4.(§j=£_4.g+6=2_7_3= 27-24_3
2 2 2)" 8 "4 8 8 8



f(= 2- 4.2+ 4.228-16+8=0

Maximo relativo: B[é gj ;; Minimo relativo: A(2, O)

e)
La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la siguiente:

Y4t !

f(x) = x3— 4% + 4x

"
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2°) La longitud de la barra de un bar de forma rectangular y apoyada en una pared
L=2x+y. Calcular las dimensiones de x e y para que la longitud de la barra sea m
ma, sabiendo que el area encerrada por la barra debe ser de 18 metros cuadrados.

V777 E//ARED/// ) La longitud de la barra es=2x+yj;

para que sea minima es necesario que su de
rivada sea nula; para obtenerla es necesari
expresar L en funciéon de una sola variable,
para lo cual consideramos que la superficie

X de labarraes=x-y=18 = yzg.
X

Sustituyendo el valor de y en la expre-
sion de la longitud, resulta:

2
L=2x+ y:2x+l8: 2X +18:

L
y X X

& x-(22+19-1_ 4% - x°-18_ 2*-18 _
- =X 18,

NG NG X

L'=

0= X*-18=0: x*-9=0 :;

X¥=3= x=3;; X,=-3

La solucién x = -3 carece de sentido I6gico. La solucion es x = 3 metros.

Para justificar que se trata de un minimo se recurre a la segunda derivada:

L=

RV 2 _ i 2 _ 2
& X -2 -18 - 2x _ 4C° - & *36_36 _ | (536

X4 3 3 33

>0 = Minimo, cg.j.
X X —_—

y:l—38:6 metros=y

La barra tiene unas dimensiones de 3 x 6 metros.
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BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Célculo.

X3

b ) Calcular la integral :jm :
X

a)

El enunciado del Teorema Fundamental del Célculo Integral para funciones c
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su funcion integral a:
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivadafg)[a, b] y se ex-

presa de la formae(x) = j f(x) - dx”.

Aunque no se pide, vamos a demostrar el teorema:

De la definicion de F(x) se deduce que:

x+h

(Fx)h (x| (f)xcx] (f)xde: (f)(d)tszh (ydwi f(>§dx:szhf(x)dx

a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], por el Teorema del Valor Medio d
Calculo Integral, existe un ¢ perteneciente al inter{aloc+ h), tal que:

x+h

[ {Xde= 9 (x+h-x= f(c)-h, por lo tanto se puede poner:

F(x) = lim  F(x+h)-F(x) _ lim F'Tf(x)dx}" lim F'f(c)'h} lim ()

h-0 h h-0h 3 “h-o0|h "h-o0
YA
Como c perteneciente al intervelg x+h),
li .
m f(c)= f(x), por ser f(x) continua en
fix h-o0 |
; [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
cir que:
o @ X ¢ x+h b X F(¥= f(x, cgd.

La interpretacion gréafica es la que indica la figura.



X
| = - dx
jx2+3x+2
x° X2 +3X+2
-x® —=3x* -3x x—3
0O -3x* -3x
+3x* +9x +6
0O +6x +6
3 2
|:J.ZX—.dx:j(x—3+26x—+6j.dxzx_—3x+.[26x—+6.dx:
X°+3x+2 X°+3x+2 2 X°+3x+2
X2
=2 &= ()

Para resolver la integral lescomponemos factorialmente el denominador:

X +X+2=0;, x= = L= ¥ + 3x+ 2= (x+1)(x+2)
=

2 2

_-3%40-8 _-3#1 {Xl =-1

1:'[ 6Xx+6

[ —
X°+3x+2

X+l -dx:GJ-

 ows ox)

-dx=6L|x+2|=1,
X+2 —

Sustituyendo el valor de én la expresion (*), queda finalmente:

X2
| :7—3x+6|_|x+2|+c
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2°) Calcule el area encerrada por la grafica de la funé{@» xL x paraisx<2, la
rectax =2y el eje X.

El dominio de la funcién son los valores reales del inter{@tec) y, por tratar-
se del producto de dos funciones continuas, la funcién dada es continua en su domir

f(x):l- Lx+x-1: Lx+1;; f'(x)=0 = Lx+1=0;; Lx=-1;; x:i
X 10

] _1 ||L — 1 - _i

f (x)—X = f (10) 1710 =10>0 = Minimo absoluto para x 0

2

X = 0 no pertenece a la funcion, el Unico punto de corte con X es A(1, 0).

El punto de corte de f(x) con el eje X e§x)=xL x=0 = {Xl :_0. Como el valor

Con los datos anteriores podemos hacer un grafico aproximado de la situac
gue es el indicado en la figura.

Y4

De la observacion de la figura se de-
duce que el area buscada (sombreada en |
/ figura) es la siguiente:
2
/ s=[(x- LY-dx (9
1

Lx= u_>— dx=dt

2
S S=[(x-L¥-dx= X e
! x- dx=dv - vz
2
2 2
R :S{Lx L R dx} .
e 2 2 X L
x? 1 L x 1 x|° [x * [22 1?
== Lx==[xdx| =|Z=Lx-=-2-| =|2(2Lx-1)| =|=(2L2-1)|-|=(2L1-1)|=
2 2 . L2 2 2], |4 . L4 4

:(2|_2—1)—% -(o—J)z2L2—1+%:2L2—§_i(8|_2 3)0 i(555—32064u228
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