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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadina sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuaciéngldda cuestiones de cada bloque es
la misma. No esta permitido utilizar calculadorasgramables ni que realicen célculo
simbdlico o gréficas.

BLOQUE 1
1 2 1 a
1°) Calcular el rango de lamatdz=|1 -2 3 1|, segun los valores del parametro.
0 4 -2 1
1 2 1
c.c,,cl=1|1 -2 3|=4+4-12+4=0
4 -2
1 2 a
{c.c,,cl}l=|1 -2 1|=-2+4a-4-2=4a-8=4(a-2)=0 = a=2
0 4 1
1 1 a
c.c,,ct=1]1 3 1|=3-2a+2-1=4-2a=22-a)=0 = a=2
0 -2 1
2 1 a
c,,c,,c)=|-2 3 1|=6+4a+4-12a+4+2=16-8a=8§2-a)=0 = a=2
4 -2 1

Para a£ 2 el rango de A es tres y para a = 2 el rango de #os.
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X—-y+z=-3
2°) Estudiar si el sistema -x-y=1; tiene solucidn y, en ese caso, resolver por e
x—2z=-1
Regla de Cramer.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 -1 1 1 -1 1 -3
M=-1 -1 0|yM=-1-1 0 1
1 0 -2 1 0 -2 -1

El rango de M es el siguiente:

1 -1 1
IM|=|-1 -1 0 |=2+1+2=5#0 = RangoM =RangoM'=3
1 0 -2

Segun el Teorema de Rouché-Frébenius:

RangoM = RangoM '=3=n° incognitas = SistemaCompatibleDeterminado

Resolvemos por la Regla de Cramer:

-3 -1 1 1 -3 1
1 -1 0 -1 1 O
-1 0 -2|_-6-1-2_ 9__ .. |1 -1 -2| -2+1-1+6_4_
X= - =——=X 1 y= - =—=Y
5 5 5 5 5 5
1 -1 -3
-1 -1 1

I
aln
I
N
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BLOQUE 2

1°) Calcule la ecuacién del planaleterminado por los puntos P(1, 0, 1), Q(2, 3; 2)
R(1, -1, 0) y la distancia entre el plamg la recta r determinada por el punto S(1, 0, 0)
y el vectorv =(1, 1, 0).

u=PQ=Q-P=(2 2 2)-(1 0 1)=(1 2 1)
Dos vectores directores deson:

v=PR=R-P=(1 -1 0)-(1, 0, 1)=(0, -1, -1)

Considerando, por ejemplo, el punto P(1, 0, 1¢claacion general dees:

x=-1 vy z-1 x=-1vy z-1
IT(P; U Tf =l 1 2 1 |=0;; 1 2 1 |=0;;
o -1 -1 0O 1 1

2(x—1)+(z—1)—(x—1)—y=0 n (x—l)—y+(z—1):0 ;o X—1-y+z-1=0

T=EX-y+z-2=0

Vamos a comprobar que la recta r es perpendialifdanor, como cabe esperar,
ya que, Si no es asi, la recta seria secantera plau distancia seria cero.

Para que la recta y el plano sean perpendicudgrascesario que el vector direc-
tor de la recta y el vector normal al plano seapgraiculares.

Un vector normal de es n =(1, -1, 1) y el vector director de r es =(1, 1, 0).

—_—

n -V:(], -1 (212 0=1-1+0=0 = 7 0r, como queriamoscomprobar

La distancia de una recta a un plano del que regagbe es equivalente a la distan-
cia de cualquier punto de la recta al plano. Camsitdo el puntos(1, 0, 0)Or y sa-

biendo que la distancia del pun®y(x,, y,) al plano genéricer = Ax+By+Cz+D =0

) , Ax, + By, +Cz + D
viene dada por la formulat(P,, 77):| Xi _ Yo _ 202 |:
A°+B°+C

w

_[1-1-1.0+1-0-2] |1-0+0-2| 1 =27 unidades=d(r, s).

. m=dls M= e T o 2
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2°) Calcule el punto del plane=x+y+z=1 mas cercano al punto P(1, 2, -3). Calcule
la distancia entre ambos puntos.

En el grafico adjunto se puede
entender con mayor facilidad el proce-
SO que vamos a seguir para determinar
el punto Q que estd mas proximo del
plano 7.

La rectas perpendiculares al
plano n constituyen el haz de planos
cuyo vector director es el vector normal

al plano: n =(1, 1, 1).

La recta r, perpendicular al plamoy que pasa por el punto P(1, 2, -3) dada pot
x=1+A1
unas ecuaciones paramétricag esy=2+1 Yy cualquiera de sus puntos tiene una ex-
z=-3+ /4

presion general de la forma:(1+4, 2+ 4, -3+ 4).

El punto Q, interseccion dey r es la solucién del sistema que forman:

T=EX+y+z-1=0

x=1+A4
o @+ )+ (24 A)+(-3+2)-1=0 ;; 31 -1=0 ;; A=+ =
rs{y=2+A, _ 3
z=-3+4
x:1+é=ﬂ
3 3
N y:2+}=Z = Punto mas cercana Q(ﬂ, Z, —§j
3 3 33 3
z=—3+}=—§
3 3

Aplicando la distancia entre dos puntos:

R R R R

:\E:g unidades=d(P, 7)
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BLOQUE 3

1°) Dada la funcioni(x) = x® - 4x? + 4x, se pide:

a ) Dominio y cortes con el eje X.

b ) Estudio de regiones para el signo de f(x).

c ) Limites en 4o y -0 y estudiar si existen asintotas horizontales icoas.
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
Por tratarse de una funcién polinbmica su dongesi®

Los puntos de corte con el eje X se obtienen adol# funcion:

f(x)=x> -4x* +4x=0 ;; x(x2—4x+4)=0 o x(x-2)*=0 =

b)

Para estudiar el signo de la funcién en sus difesaintervalos tenemos en cuenta
gue la funcién es continua en R y los puntos deeamn el eje X, que dividen el domi-
nio en tres intervalog- «, 0), (0, 2) y (2, +).

Dando un valor sencillo en cada intervalo deteamios el signo de la funcién:

f(-)=(-2°-4-(-1°+4-(-1)=-1-4-4=-9<0
f1)=1°-4-1"+4-1=1-4+4=1>0
f(3)=3°-4.32+4.3=227-36+12=39-36=3>0

f(x)<0 = (-, 0) ;; f(x)>0 = (0, 2)0(2 +w)

TNy

X —» +oo X — +o0o X — 00



B e SR L (-
00

X - —00 X - —00 X - —

d)
Una funcion es creciente en un punto cuando Suatker es positiva en ese punto

y es decreciente en caso contrario.

X =

winN

X, =2

Los valores que anulan la primera derivada divielethominio de f en tres inter-
valos donde la funciéon es, alternativamente, cnéeie decreciente; los intervalos son
los siguientes{— o, %) @ 2) y (2 +0).

Considerando el valor x = 0 perteneciente al ségumtervalo, resulta:

Funcién creciente (g 2)

f'(0)=4>0 =

Funcién decrecierg: [— o0, %) 0(2 +)

Para que exista un maximo o minimo relativo eslioddn necesaria que se anule
la primera derivada y que, para esos valores gangta derivada sea negativa:

f"(%):G-(%j—8:4—8:—4<0 = Maximo para x=§

f'(x)=6x-8 =
f"(2)=6-2-8=12-8=4>0 = Minimo para x=2

3 2
f(%)=[§j _4.(§j +4.(§j=£_4.g+6=2_7_3=27 24 _3
2 2 2)" 8 4 8 8 8



f(2)=2°-4.2°+4.2=8-16+8=0

Maximo relativo: B[é gj ;; Minimo relativo: A(2, O)

e)
La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:
Y4 !
2
f(x) = x3— 4% + 4x
1

1 2
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2°) La longitud de la barra de un bar de formaareglar y apoyada en una pared vale
L =2x+y. Calcular las dimensiones de x e y para que lgitiath de la barra sea mini-

ma, sabiendo que el area encerrada por la bareasgellle 18 metros cuadrados.

V777 E//ARED/// ) La longitud de la barra es=2x+yj;

para que sea minima es necesario que su de

rivada sea nula; para obtenerla es necesari

expresar L en funciéon de una sola variable,

para lo cual consideramos que la superficie
18

X delabarraes=x-y=18 = y=—,
X

Sustituyendo el valor de y en la expre-
sion de la longitud, resulta:

2
L=2x+y:2x+£3:2X +18_

L
y X X

_4x-x— (2% +18) -1 _4ax? -2x> -18 _ 2x2 -18 _

NG NG NG

L' 0 = 2x*-18=0;; x*-9=0 ;;

x*=3 = x,=3;; X,=-3

La solucién x = -3 carece de sentido I6gico. Laisidin es x = 3 metros.
Para justificar que se trata de un minimo se reaita segunda derivada:

4x - x* —|2x? -18) - 2x 4x® -4x*+36 36 N 36
- ( - ) _aX ? =2 oL (3)_

L ==
X X X 3

>0 = Minimg, cg.j.

y:l—38:6 metros=y

La barra tiene unas dimensiones de 3 x 6 metros.
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BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Calculo

X3

b ) Calcular la integral :jm :
X X

a)

El enunciado del Teorema Fundamental del Calautegtal para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua emtdrvalo [a, b], su funcién integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siesdalerivada f(x)[xO[a, b] y se ex-

presa de la form& (x) = j f(x) - dx”.
Aunque no se pic?e, vamos a demostrar el teorema:
De la definicion de F(x) se deduce que:
x+h X X x+h X xth

F(x+h)=F(x)= [ f(x)dx— f(x)dx=[ f(x)dx+ {f(x)dx—j f(x)dx = Jx'f(x)dx

a a a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], pofTebrema del Valor Medio del
Célculo Integral, existe un ¢ perteneciente aka® (x, x+h), tal que:

[ f(x)dx=f(c) - (x+h=-x)=f(c)-h, por lo tanto se puede poner:
F(x+h)-F(x)= f(c)- h, (con h# 0, aunquetiende a cero) o también:

X+ hr?_ F(X). Tomando limites cuando - 0:

F(x+h)-F()=f(c) -h = f(x)= ¢

F(x) = lim F(x+h)-F(x) _ lim F'Tf(x)dx}" lim F'f(c)'h} lim (o)

"h-o0 h "h-o0h 1 “h-o0|h "h-o0
YA
Como c perteneciente al intervdba x+h),
li .
m f(c)= f(x), por ser f(x) continua en
fix h-o0 |
; [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
cir que:
o @ X ¢ X+h b X F'(x) = f(x), cqd.

La interpretacion gréafica es la que indica lafagu



b)

3

X
| =) —— - dx
J‘x2+3x+2
x° X2 +3x+2
-x® =3x* -3x x—3
0O -3x* -3x
+3x* +9x +6
0O +6x +6
3 2
|:IZX—-dX:J-(X—3+26X—+6j-dX:X——3X+.[26X—+6-dX:
X°+3x+2 X +3x+2 2 X“+3x+2
X2
= =3x+li=l ()

Para resolver la integral lescomponemos factorialmente el denominador:

X2 +3x+2=0;; x= = . 2:>x2+3x+2:(x+ﬂ&+2)
=

2 2

_-3%40-8 _-3:1 {Xl =-1

1:.[ 6x+6

[ —
X +3x+2

X+l -dx:GI

J 2

-dx=6L|x+2|=1,
X+2 —

Sustituyendo el valor de &n la expresion (*), queda finalmente:

X2
| :7—3x+6L|x+2|+C
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2°) Calcule el area encerrada por la grafica deraion f(x)=xL x paralsx<2, la
rectax =2y el eje X.

El dominio de la funcién son los valores realdsitervalo (0, + «) y, por tratar-
se del producto de dos funciones continuas, ladardada es continua en su dominio.

f'(x):l- I—X‘*X'EZLXﬂLl . f'(X)=O = Lx+1=0;; Lx=-1; x:%
X

1"'(x)=1 = f"(l—lo)=i:10>0 = Minimo absoluto para x:i
X 1/10 10

=0
5 _ .. Como el valor

2

El punto de corte de f(x) con el eje X &$x)=xL x=0 = {

X = 0 no pertenece a la funcion, el unico puntealte con X es A(1, 0).

Con los datos anteriores podemos hacer un graficoximado de la situacion,
gue es el indicado en la figura.

\(AL ., .
De la observacion de la figura se de-
duce que el area buscada (sombreada en |
/ figura) es la siguiente:
2
S=j(x- Lx) - dx *
1
2 Lx=u_>1-dx=dt
S S=[(x- Lx)-dx= X e
! x-dx=dv - vz
2
2 2 2
~ :>S:|:LXX——IX—1 dx:| =
e 2 2 X L
2 1 x2 2 X2 2 22 12
ZoLx-=2-| =5 (2Lx-1)| =|=(2L2-1)|-|=(2L1-1)|=
2 2, . L4

1 3 1

=(2|_2—1)—1-(o—1)=2|_2—1+_=2|_2——_— L
4 4 4 4

(8L2-3) DZ(555—3): 064u?=S
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