I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2010 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadodas las cuestiones de una
de las opciones A o B. No esta permitido utilizalcaladoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A
1 2 0
1°) Calcular, si es posible, lainversade lamat=| 1 1 1 |.
-1 0 -1

Para que una matriz sea inversible es condiciéasagia que su determinante no
sea nulo:

1 2 0
|Aj=|1 1 1|=-1-2+2=-1#0 = La matriz A tiene inversa.
-1 0 -1
11 -1
La matriz traspuesta de A es la siguiemtes| 2 1 0 |.
01 -1
El modulo de la matriz A g\|=-1.
‘1 o‘ _‘2 o‘ ‘2 1‘
11 _11 10 _11 01 11 -1 2 2 1 -2 -2
Adj A" =| - - =0 -1 -1|= A*'=|0 1 1
1 -1 |0 -1 01 1 o 1 L o 1
1 -1 |1 -1 |11
1 0 2 0| |21

*kkkkkkkkk

A. Menguiano



2°) Calcular el punto mas cercano al punto P(Q) 8¢ todos los puntos de la recta de-
terminada por el punto Q(-2, 2, 1) y el vectot (1, 1, 1). Calcular la distancia del punto

P ala recta.

X=-2+A

La ecuacion de la recta dada por unas ecuaci@mamptricas es=y=2+1 .
z=1+/1

El haz de planos perpendiculares a r tiene paesiinag = x+y+z+D =0.

De los infinitos planos pertenecientes al hazrameel planor que contiene al
punto dado, P(1, 0, 3), tiene que satisfacer saciau:

a=x+y+z+D=0
= 1+0+3+D=0;; D=-4 = r=x+y+z-4=0.
P(1, 0, 3)

El punto Q, interseccion del planacon la recta r, es el siguiente:

mT=X+y+z-4=0

X=-2+A
r=1y=2+A4 = (-242)+(2+2)+(1+2)-4=0;; -2+ A +2+ A +1+1-4=0 ;;
z=1+A
Xx=-2+1=-1
341-3=0;; A-3=0;; A=1= y=2+1=3 :>Q(—l 3 2)_
z=1+1=2

El punto méas cercano a P(l, 3, 0) de la rectaQ(ek, 3, 2).

La distancia de P a r es la misma que entre lowplhy Q:

d(P, r)=PQ=+/(-1-1 +(3-3)* +(2-0) =/(-2) +(0)* +(2)? =Va+4=B=2/2.

d(P, r)=2v2 unidades
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3°) Dada la funciénf(x)=+/4+x? , se pide:

a ) Dominio y cortes con el eje X.

b ) Estudio de simetrias y de regiones para ebsignf(x).
c ) Estudiar si existen asintotas horizontaleslicofs.

d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
Por serx? +4>0, OxOR, el dominio de f(x) es R.

Los puntos de corte con el eje X se obtienen adolda funcién, y por ser
x> +4#0, OxOR, la funcion f(x) no corta al eje X.

Para x = 0 es(0)=+v4+0% =+/4 =2. El punto de corte con el eje Y es A(0, 2).
b)

Teniendo en cuenta quig-x)=/4+(-x)* =v1+x* = f(x), la_funcién es simétrica
con respecto al eje Y.

Para estudiar el signo de la funcién en sus difesaintervalos tenemos en cuenta
que la funcion es continua en R y por no cortajelX, la funcidn es positiva en R.

c)

[im lim

. f(x)= .. V4+x* =+o = La funcion f(x) no tiene asintotas horizontales.
X — T00 X —» xT00

Las asintotas horizontales son de la fogmanx+n, siendo:

[im [im + X2 lim + X2 lim
m= M: 4+X = 4 2X = i2+1:\10+1=il=m.
X X—»OOV X X - 00 \ X

X - oo X X — *oo

_ lim _ogo lim (/—2_ )_ _ lim  V4+x* -x \/4+x2+x)_
n—XHoo[f(X) m>4—x_)oo 4+ X" —X|=00 oo:>|ndeter.:x_>oo WH =

im 4+x%>-x° lim 4 , .
- STX TR ———  =0=n = Asintotavertical: y=x {Para m=1}
X—®J4+x2+x X = ©J4+x% +X




Por simetria y para m = -1 se obtiene la asimbligua y = -x.

d)
Una funcion es creciente en un punto cuando Suadler es positiva en ese punto
y es decreciente cuando es negativa.

x<0 = f'(x)<0 = Decreciene: (-, 0)

2X X

.I:I(X)= \/ 2 Z\/ 2 =
N4+x*  a+x x>0 = '(x)>0 = Creciente (0, +)

Ja+x? T
2X NG
1-4+x? —x- NA+Xx? -
f(x)= 2VA+XE _ Va+x® | AX x| 4
Wa+x | 4+x? (a+x2Na+x  (a+2Na+x
4 4

f(0)= =150 = Minimo para x=0 = Minimo: A0, 2)

i+ 0 arer 42

e)
La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:

A

Y

f(x
/4
N/

O
><V
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4°) Calcular el area encerrada por las curifa=x® +x* + 2x+1 y g(x)=4x>+1,

Los puntos de corte de las dos curvas se obtignafando sus expresiones:

f(x)=x% +x2 +2x+1
= f(x)=g(x) = X®+x2+2x+1=4x?+1 ;; xX*-3x*+2x=0 ;;
g(x)=4x® +1

X(X2_3X+2)=0 ;% =05 X*=3x+2=0 ;; x=3xv9-8 321

> 2 X, =1;; X%,=2

Los puntos de corte son A(O, 1), B(1, 5)y C(2, 17

Para determinar cual de las curvas tiene mayauenadas en cada uno de los
dos intervalos que determinan sus puntos de casti& lzon calcular los valores numéri-
cos de ambas funciones para un valor correspordenino de los intervalos; por

ejemplo el valorx=%, correspondiente al intervalo determinado poplastos Ay B.

3 2
f(%):[lj +(Ej +2£+1:E+1+1+1:w:1_9
2 8 4 8 8

= [[19-c] - dx+ Jla(x)- 1] ox= [l 7 +2x+1)- (a7 +1] - e =

0

+f[(4x2 +1)—(x3 +X° +2x+])] : dx=j(x3 -3x° +2x)-dx+f(— x> +3x° —2x)-dx=
0 1

[N

4 4 4
U Y AP P LD (B ) B TR Sy e
4 4 4 4 4
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OPCION B

1°) Enunciar el teorema de Rouché-Frobenius. Apticzho teorema para discutir si el
X-y+z=k
sistema 3x-3y=0; tiene solucion y si la solucién es Unica en funaié los posibles
x+ky+3z=1
valores del parametro k (no es necesario resolwstema).

El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarseatdi® siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que stersia de m ecuaciones con n
incognitas tenga solucidén es que coincida el ralegla matriz de los coeficientes con el
rango de la matriz ampliada con los términos indd@ntes.

Si el rango es igual al nimero de incogretasstema es compatible determinado.

Si el rango es menor que el numero de inta@gel sistema es compatible indeter-
minado.

En el caso particular de un sistema homogénamndicion necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es quegd i la matriz de los coeficientes
sea menor que el nimero de incégnitas. La condiw@esaria y suficiente para que un
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incogadaompatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

1 -11 1 -1 1Kk
A=|3 -3 0|y A=|3 -3 0 0].
1 k 3 1 k 31

El rango de A en funcioén de k es el siguiente:

1 -1 1
|A|=|3 -3 0|=-9+3k+3+9=3k+3=3(k+1)=0;; k+1=0 = k=-1.
1 k 3

Para k # -1 = Rango A= Rango A'=3=n°incog. = Compatible Determinado

1 -11 -1
Parak=-1= A=|3 -3 0 0 |={Cc,=-C,} = RangoA = {C,,C,,C,} =
1 -13 1



11 -1
= |3 0 0|=-9-3=-12#0 = RangoA'=3
1 3 1

Para k=-1 = RangoA=2 ;; Rango A'=3 = Incompatilte
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X=A
2°) Comprobar que las rectas x+1:%222—_1 y s={y=1+4 NnoO se cortan y no son

z=2-1
paralelas. Calcular la distancia entre ellas.

Los vectores directores de las rectas ry s\wson(1, 2,3) y v, =(1, 1, -1).

Los vectoresv, y v, son linealmente independientes porglse%:til, por lo

cual las rectas (que no son paralelas) se crusarcortan. Para diferenciar el caso con-
sideramos un vectow que tenga como origen un punto de\(;1, -2, 1), y COMO ex-

tremo un punto de (0,1, 2): w=AB=B-A=(0,1 2)-(-1 -2 1)=(1, 3 1).

Si los vectores son coplanarios, las rectas garcgr si son linealmente indepen-
dientes, se cruzan. Tres vectores son coplanammssd el rango del determinante que
forman es 0 o0 no, respectivamente.

12 3
W}: 1 1 -1=1+9-2-3+3-2=6%0 > Rango{v—r, v, , W}:s.
13 1

Rango{gi v,

r s

Los vectoresv,, v. y w son linealmente independientes.

Las rectas r y s se cruzan, como debiamos demostrar

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- r tancia
entre las rectas
vamos a determi-

nar un paralelepipedo cuyas dimensiones son ldsrescdirectores de las rectas y el
vector w .



El volumen del paralelepipedo es el producto milddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

e )
V=y, -(VSDW): v, Ovg[-h=|v, Ov,|-d = d="————
v, v,
12 3
o 11 -1
d( v -(VSDW)‘_ 1 3 ~ 6 ~ 6 ~
YT O] [ d k|| [Fa+sitk—2k—a+| |-5+4j-k|
1 3
1 -1
6 6 6 _6J42 42
= = = 2 u=d(r, s)

\/(‘5)2+42+(—1)2:\/25+16+1:\/4_2 42 7
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39 La vela mayor de un barco tiene forma de tuémgectangulo. Sabiendo que la hi-
potenusa debe medir 6 metros, calcular sus dimeesioara que la superficie de la vela
sea maxima.

b%+c?=62=36;; c=4/36-b° *)
6 metros
C
b-c b-+v/36-b*> 1
S= = ==4/360%-b* =S
] 2 2 2
b

El area sera maxima cuando su derivada sea cero:

1 720-40° _ 18-b® _ b{is-b?) _ 18-b2

=_. = = = =0 >
2 2.43607-b* +3607-b* b-y36-b> +/36-b?

— 18-b%=0;; b=+/18=3/2 unidades=b

Sustituyendo en (*):

c=+/36-b% =/36-18 =18 =3V2 unidades=c

Setrata de un triangulo rectanguloe is0scelesde catetos3v2 unidades

Justificacion de que se trata de un maximo:

2 \36-b —(18-b?).  ~2  _op.3e-pt+ 1870

S'= 2.4/36-b? _ /36_b2 _ -2%b '(36—b2)+18—b2 _
[V36-b2 36-b° Bo-b?) 36-b7

_—T720+2b°+18-b*> _ 2b°-b*-720+18 _

~ (36-b?)-/36-b*  (36-b?).36-b?

Sll

S () 2'18'\/1_8_18_72'\/E3+18: ~36-18 =-2<0 = Maximo, cq.j.
(36-18) - /36-18 18-418 —
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1 2
49°) Calcular la integral siguiente;jzx—2 -dx.
o XT—X—

En primer lugar resolvemos la integral indefinklapara la cual comenzamos
haciendo la division del numerador entre el denanon:

x? | x?-x-2
-x> +x +2 1
0 X +2

2

Aﬁﬁ'dxﬂ(“xzx_;f_z) dx=Jaxs [ 7055 dxmxl, =A ()

_I X2 cdXx = x*-x-2=0;; X=1i 1+8:li\/§:113:>{x1:2 =
X2 =X~ 2 2 2 2 x, =-1
= x*-x-2=(x-2)(x+1)
_J» X+2 X+2 _ X+2 _ A N B :Ax+A+Bx—ZB_
Xox-2 7 Eox-2 (x-2)(x+1) x-2 x+1  (x-2)(x+1)
=(A+BZ)X+(A_ZB) = A+B:1} 2A+2B:2}:>3A:4;;A:ﬂ » B=-1
X*=X-2 A-2B=2|] A-2B=2 3 3
4 1
= 1= ]| B3 | dx= 2L -2 - SL x4 =,
X-2 x+1 3 3

Sustituyendo en (*) el valor obtenido:

A= x+(i‘ L|x-2|-L] x+1|j = x+ A x-2] - 21 xra) =
3 3 3 3

1
| =IZX_ . dx:[x+g|_| x—2|—%L| x+1|} =[1+gL|1—2|—%L|1+1|}—[+%L| —2|—?1)’L|1|} =
0 - 0

P I PV TR P T [P S PSP
3737373 37 3 3
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