I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2010 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadodas las cuestiones de una
de las opciones A o B. No esta permitido utilizalcaladoras programables ni que
realicen célculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A
11 -1
L . : 0 2 1
1°) Definicion de rango de una matriz. Calculaaglgo de la matria = 13 0 en
1 1 kK

funcién del parametro k.

Todas las matrices, mediante transformacionesegl&les, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cuakrse tiilas nulas estan situadas en
la parte inferior de la matriz y, en las filas ndas, el primer elemento distinto de cero
de una fila esta situado mas a la derecha queneéipelemento diferente de cero de la
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el nUmetfitadeno nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una mestalonada equivalente a A.

También puede definirse el rango de una matrizpateterminante, para lo cual
es necesario definir menor de orden k de una n@ezes el determinante de cualquier
submatriz cuadrada de orden k que se puede foondos elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayoraneuie puede formarse que
sea distinto de cero.
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11 -1

Rango A = {F, F,, F,} = |0 2 1|=1+2-3=0 = Rango A2 2.

1 3 0

-1
{Fl’ F, F4} =

P O B
N OIS

1
k
1 -1

Rango A = {{F, F,, F,} = |1 3 0
11 k

|

2 1
{Fz’ Fs, F4} =

P P O

1 kK

Para kt-1 - Rango A=3 ::

=2k+1+2-1=2k+2=0=>k=-1

=3k-1+3-k=2k+2=0=k=-1;.

3 0/=1-3-2k=-2k-2=0=>k=-1

Parak =-» Rango A=2
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2° ) Calcular el punto mas cercano al punto P(:1P0de entre todos los puntos del

planon determinado por los puntos Q(2, 2, 1), R(0, J; 3)0, 0, 1). Calcular la distan-
cia del punto P al plano.

Los puntos Q(2, 2, 1), R(0, 1, 2) y S(O, 0, 1ed®inan los siguientes vectores:

u=50=Q-S=(2 2 1)-(0, 0,1)=(2 2 0)=u.
v=SR=R-5=(0,1 2)-(0,0,1)=(0,1 1)=v.

La expresion general de considerando por ejemplo el punto S(0, 0, 1)pes-I
guiente:

y
2 0 [=0; 2x+2(z-1)-2y=0;; 2x+2z2-2-2y=0 ;;
1 1

X+z-1-y=0 = n=x-y+z-1=0.

El haz de rectas perpendiculares al ptlatienen como vector director al director
dem, que esn =(1, -1, 1).

De todas las infinitas rectas perpendicularesla recta r que contiene al punto

Xx=1+A1
P(1, 0, -1) es, expresada por unas ecuaciones @@iean, la siguienta:=1y=-1

z=-1+A1
El punto A, interseccion de la recta r y el planes el mas cercano al punto P:

x=1+A1
rEyy=-A = @+A)=(-2)+(-1+1)-1=0 ;; 1+ A+ A-1+1-1=0 ;;
z=-1+4 ; i

m=EX-y+z-1=0

x:1+l:ﬂ
3 3
3A-1=0;; A== = y:—l - f’_l,_g_
3 3 3 3
z:—1+}:—g

La distancia del punto P al plan@s la misma que existe entre los puntos Ay P:
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3°) Dada la funciort (x) :4X——+><12’ se pide:

a ) Dominio y cortes con los ejes.

b ) Estudiar si existen asintotas verticales yutatdos limites laterales.
¢ ) Estudiar si existen asintotas horizontaleslicwds y calcularlas.

d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
El dominio de la funcién es R, excepto -2 yi#f )= R-{- 2, 2}.
. x+1
Corte con el eje Xf(x)=0 = 4o 0 X*1=0 5 x=-1 = Al-1, 0).
Corte con el eje Yx=0 = (0)= O+12 -1 B(O, ij.
4-0° 4 4
b)

Asintotas verticales: son los valores finitos dgue hacen que la funcién valga
mas o menos infinito; son los valores que anulateebminador.

4-x2=0 = x, =-2;; X, =2.

Los limites laterales son los siguientes:

lim lim x+1 -1
B f(x): B 2:__:+_
X > —2 X - =2 4-X -
[im [im —
Cf)= X
X - =2 X->-2"4-x 0 —

|
|
E

Asintotas horizontales: son los valores finito$adfeincion cuandox — +oo ;



lim lim lim
F(x)= F(x) = X*1 _0 = y=0 (Eje de abscisas.
X — +oo X — —o00 X > 00 4—X = A

Asintotas oblicuas: No tiene. (para que una funt¢enhga asintotas oblicuas es
necesario que sea racional y el grado del denomirssdh una unidad mayor que el gra-
do del denominador). Por otra parte, las asintuéigontales y oblicuas son excluyen-
tes: cuando existe una de ellas no existe la otra.

d)
Una funcién es creciente o decreciente cuands sugrimera derivada:

Lo

/ f(x)

//
(—’/ A 2 X
y = 0 ’*
/
/

J |

a1 (a=)=(x+1) - (-2x) _4-x+22+2x _ X’ +2x+4 _ _,
A A () Sy i) S

2 — / —
X +2X+4:0 X2 +2x+4=0 ;; X:M = xOR.

f'(x):O:W 5 xOR

Como numerador y denominador son mayores de ceeoqoalquier valor real
de x perteneciente al dominio de la funcion:

La funcién f(x) es creciente en su dominio.

Una funcidn tiene un extremo relativo para looxed que anulan la primera de-



rivada; para diferenciar los maximos de los minirmesecurre a la segunda derivada:
segun gue sea negativa o positiva para los vatpresnulan la primera, se tratara de un
maximo o de un minimo, respectivamente.

Como no existen valores reales que anulen la paicherivada:

La funcidén f(x) no tiene maximos ni minimos.

d)
Teniendo en cuenta los datos obtenidos anterioenémtrepresentacion grafica
es, aproximadamente, la de la figura adjunta.
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4°) Enunciar el teorema fundamental del célculegrdl y calcular la integral siguiente:

2

I :szx_g - dx.

El enunciado del Teorema Fundamental del Calaulegral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua emwdrvalo [a, b], su funcidn integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, sieadalerivada f(x)[IxO[a, b] y se ex-

presa de la form& (x) = J' f(x) - dx”.

NG x> -9+9 x> -9 9 9
| = cdX=|————— -dx= + dx=||1+ - dx=
Ix2—9 j x* -9 I(X2—9 x2—9j j( x2—9j
9 A B

:jdx+jx29—9 'dX:X+j(x+3)9(x—3) = (x+3)(x—3)_ x+3+ x—3:

_ Ax-3A+Bx+3B _ (A+3B)x+(-3A+B) A+3B=0| 3A+9B=0 o
= ) = - = =10B=9 ;;
X° -9 X° -9 -3A+B=9] -3A+B=9
B:g 0 A:—2_7 = |:—2_7 dx +E £:—2—7L|X+3|+3L|X—3|+C:
10 10 10 x+3 107 x-3 10 10

X—3
(x+3)

:ﬂ . (|_|x_3|-3|_|x+3|+)+C:gL
10 10

+C =1
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OPCION B

X+2y+4z=0
1°) Discutir y resolver el sistema-2x-4z=0 ; en funcion de los posibles valores del
X—-y+z=Kk
parametro k.

X+2y+4z=0
El sistema dado es equivalente al sistema x+2z=0
Xx—-y+z=k

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

12 4 1 2 40
M=[1 0 2| yM'=[1 0 2 0.
1 -11 1 -11k
12 4
Elrangode MegM |=[1 0 2{=-4+4+2-2=0 = RangoM =2.
1 -11

El rango de M’ en funcion del parametro k es glignte:

12 0
{c.c,.cl=]1 0 0|=2k=0=k=0
1 -1 k
140
RangoM' = J{C,, C,, C,}=[1 2 0|=2k-4k=0=k=0} =
11 k
2 40
c,,c,,Ccl=|0 2 0|=4k=0=k=0
11 k

Para k#0 = RangoM'=3

Para k=0 = RangoM'=2

Para k = 0 el sistema es homogéneo y compatibétendinado.

(Rango M = 2 < n° incognitas)



Para k0 — Rango M =2 ;; Rango M’ = 3 — Incompatible.

Resolvemos para k = 0, que resulta el siguiesteran homogéneo compatible
X+2y+4z=0
determinado: X+2z=0¢.
X-y+z=0

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemptodara, y parametrizando una
de las incognitas, por ejemplo z, resulta:

X+2y+4z=0
Xx+2z=0

}:> Z=A ;; X==2A ;; 2y=-X—-4z2=2A-4A=-21 ;; y=-A.

X ==2A
Solucion sy=-A4 ¢, DaldR
z=A
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X=A

2°) Estudiar la posicion relativa de las reatesx+1=y=1-z y s=<y=1+ 4 Yy calcu-
z=2-1

lar la distancia entre ellas.

La recta r se puede expresar de la forma—— =

Ambas rectas tiene como vector director & (1, 1, -1), lo que significa que:

Las rectas r y s son paralelas.

Este ejercicio puede resolverse de diversas fomaasos a utilizar la siguiente:
hallamos un plano perpendicular a las rectas; @sspallamos los puntos de corte del
plano con las rectas. La distancia entre los pumi¢osorte es la distancia entre las dos

rectas pedida.

El haz de planos perpendiculares a las rectas=es+y-z+D =0. Consideran-
do uno de ellos, por ejemplo el planoque pasa por el origem:= x+y -z =0.

Los puntos de corte del plamocon las rectas son los siguientes:

X=-z X=-3
rsx+l=y=1-z °
y=1-zy=-z+1-z-2=0;; 1=3z =:y=2 = A-3%, %, i)
3 A3 30 3)
z=4

mT=EXx+y-z=0

X+y-z=0

X=A

x=1

SEqy=1+4 1 3
z=2-/ :>/1+1+/1_2+A:0;;3/]:1;;/]:§:> y=5% 35(%’ % %)

z=3

m=x+y-z=0

o378 3] (35) (33 -3 )3

L16_ [24 24 _2J6

9 9 3 3

unidades

. s):Z_f
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3°) Definicion de derivada de una funcién en untpuBemostrar que la derivada de la
funcion f(x) = x* es f'(x) = 2x.

v Consideremos la funcion f de la figura,

continua en el punto A, de abscisa a. Se deno-
mina tasa de variacion media de un intervalo
cerrado [a, b] a la expresion:

TVM|[a, b = w )

La TVM]a, b] es la tangente o pendiente
f \a de la secante de la funcion f que pasa por los
- f(a) | punto Ay B.
q a b, bib X'
es

La derivada de una funcién en un punto
la tasa de variacion instantanea de la funci@se punto, o sea, es el limite cuando

b - a de la fraccion (1). Si hacemos el cambio de véibb a = h, queda finalmente
la expresion de la derivada, que se expresa cayue:si

SORMOERGIRE S

f'(x)= hltno f(X"'hg— f (x) _ lim (x+h)? -x?

_lim x® +2hx+h*>-x* _
h-0 h h-0 h

lim 2hx+h® _ Iim h(2x+h) _ Iim (2x +h) = 2x
h-o0 h h-0 h h-0 .

f(x)=x* = f'(x)=2x (como teniamos que demostrar).
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4°) Calcular el area de la region delimitada pa@jelX y la funcionf (x) = x-+/x.

El dominio de la funcién eD(f)= [0, + ).
Los puntos de corte de la funcidn con el eje Xlesrsiguientes:

f(x)=x=/x=0;; x=+/x ;; ¥=x;; x*-x=0;; (x-1)=0=x =0 ;; x, =1.

El area pedida es la siguiente:

S:jf(x) : dx:j'(x—\/;)-dx:jx-dx—j\/; : dx:Jl'x : dx+T\/§ -dx=
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