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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Observaciones importantes: El alumno deberá responder a todas las cuestiones de una 
de las opciones A o B. No está permitido utilizar calculadoras programables ni que 
realicen cálculo simbólico, integrales o gráficas. 
 
 
OPCIÓN A 
 

1º)  Definición de rango de una matriz. Calcular el rango de la matriz 
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función del parámetro k. 
---------- 

 
 Todas las matrices, mediante transformaciones elementales, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.  
 
 Una matriz escalonada es aquella en la cual, si tiene filas nulas están situadas en 
la parte inferior de la matriz y, en las filas no nulas, el primer elemento distinto de cero 
de una fila está situado más a la derecha que el primer elemento diferente de cero de la 
fila superior. 
 
 El rango de una matriz escalonada es el número de filas no nulas. 
 
 El rango de una matriz A es el rango de una matriz escalonada equivalente a A. 
 
 También puede definirse el rango de una matriz por su determinante, para lo cual 
es necesario definir menor de orden k de una matriz que es el determinante de cualquier 
submatriz cuadrada de orden k que se puede formar con los elementos de la matriz. 
 
 El rango de una matriz A es el orden del mayor menor que puede formarse que 
sea distinto de cero. 
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Para k ≠ -1 → Rango A = 3  ;;  Para k = -1 → Rango A = 2 

 
**********  



 
2º ) Calcular el punto más cercano al punto P(1, 0, -1) de entre todos los puntos del 
plano π determinado por los puntos Q(2, 2, 1), R(0, 1, 2) y S(0, 0, 1). Calcular la distan-
cia del punto P al plano. 

---------- 
 
 Los puntos Q(2, 2, 1), R(0, 1, 2) y S(0, 0, 1) determinan los siguientes vectores: 
 

( ) ( ) ( ) uSQSQu ==−=−== 0,2,21,0,01,2,2 . 

 
( ) ( ) ( ) vSRSRv ==−=−== 1,1,01,0,02,1,0 . 

 
La expresión general de π, considerando por ejemplo el punto S(0, 0, 1) es la si-

guiente: 
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0101 =−+−≡⇒=−−+ zyxyzx π . 

 
 El haz de rectas perpendiculares al plano π tienen como vector director al director 
de π, que es ( )1,1,1 −=n .  
 
 De todas las infinitas rectas perpendiculares a π, la recta r que contiene al punto 

P(1, 0, -1) es, expresada por unas ecuaciones paramétricas, la siguiente: 
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 El punto A, intersección de la recta r y el plano π, es el más cercano al punto P: 
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 La distancia del punto P al plano π es la misma que existe entre los puntos A y P: 
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3º) Dada la función ( )
24

1

x

x
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−
+= , se pide: 

 
a ) Dominio y cortes con los ejes. 
 
b ) Estudiar si existen asíntotas verticales y calcular los límites laterales. 
 
c ) Estudiar si existen asíntotas horizontales u oblicuas y calcularlas. 
 
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos. 
 
e ) Representación gráfica aproximada. 
 

---------- 
a ) 
 El dominio de la función es R, excepto -2 y 2: ( ) { }2,2−−⇒ RfD . 

 

 Corte con el eje X: ( ) ( )0,11;;01;;0
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 Corte con el eje Y: ( ) 
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b ) 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la función valga 
más o menos infinito; son los valores que anulan el denominador. 
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 Los límites laterales son los siguientes: 
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c )  
 Asíntotas horizontales: son los valores finitos de la función cuando ±∞→x : 
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 Asíntotas oblicuas: No tiene. (para que una función tenga asíntotas oblicuas es 
necesario que sea racional y el grado del denominador sea una unidad mayor que el gra-
do del denominador). Por otra parte, las asíntotas horizontales y oblicuas son excluyen-
tes: cuando existe una de ellas no existe la otra. 
 
d ) 
 Una función es creciente o decreciente cuando lo es su primera derivada: 
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Como numerador y denominador son mayores de cero para cualquier valor real 

de x perteneciente al dominio de la función: 
 

La función f(x) es creciente en su dominio. 
 
 Una función tiene un extremo relativo para los valores que anulan la primera de-
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rivada; para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 
según que sea negativa o positiva para los valores que anulan la primera, se tratará de un 
máximo o de un mínimo, respectivamente. 
 
 Como no existen valores reales que anulen la primera derivada: 
 

La función f(x) no tiene máximos ni mínimos. 
 
d ) 

Teniendo en cuenta los datos obtenidos anteriormente, la representación gráfica 
es, aproximadamente, la de la figura adjunta. 
 

********** 



 
4º) Enunciar el teorema fundamental del cálculo integral y calcular la integral siguiente: 

∫ −
= dx
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 El enunciado del Teorema Fundamental del Cálculo Integral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su función integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivada f(x), [ ]bax ,∈∀  y se ex-

presa de la forma ( ) ( )∫=
x

a

dxxfxF · ”. 
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OPCIÓN B 
 
 

1º) Discutir y resolver el sistema 
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 El sistema dado es equivalente al sistema 
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Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M es: 202244
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 El rango de M’ en función del parámetro k es el siguiente: 
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Para k = 0 el sistema es homogéneo y compatible indeterminado. 

 
(Rango M = 2 < nº incógnitas) 



 
Para k ≠ 0 → Rango M = 2 ;; Rango M’ = 3 → Incompatible. 

 
 
 Resolvemos para k = 0, que resulta el siguiente sistema homogéneo compatible 

determinado: 
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 Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y parametrizando una 
de las incógnitas, por ejemplo z, resulta: 
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2º) Estudiar la posición relativa de las rectas zyxr −==+≡ 11  y 
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 La recta r se puede expresar de la forma 
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 Ambas rectas tiene como vector director a ( )1,1,1 −=v , lo que significa que: 
 

Las rectas r y s son paralelas. 
 
 Este ejercicio puede resolverse de diversas formas; vamos a utilizar la siguiente: 
hallamos un plano perpendicular a las rectas; después hallamos los puntos de corte del 
plano con las rectas. La distancia entre los puntos de corte es la distancia entre las dos 
rectas pedida. 
 
 El haz de planos perpendiculares a las rectas es 0=+−+≡ Dzyxα . Consideran-
do uno de ellos, por ejemplo el plano π  que pasa por el origen: 0=−+≡ zyxπ . 
 
 Los puntos de corte del plano π  con las rectas son los siguientes: 
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3º) Definición de derivada de una función en un punto. Demostrar que la derivada de la 
función ( ) 2xxf =  es ( ) xxf 2' = . 

---------- 
 

 Consideremos la función f de la figura, 
continua en el punto A, de abscisa a. Se deno-
mina tasa de variación media de un intervalo 
cerrado [a, b] a la expresión: 
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 La TVM[a, b] es la tangente o pendiente 
de la secante de la función f que pasa por los 
punto A y B. 
 
 La derivada de una función en un punto 

es la tasa de variación instantánea de la función en ese punto, o sea, es el límite cuando 
ab →  de la fracción (1). Si hacemos el cambio de variable b - a = h, queda finalmente 

la expresión de la derivada, que se expresa como sigue: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
h

afhaf

h

lím
ayaf

−+
→

==
0

''  

 
  

( ) ( ) ( ) ( ) =−++
→

=−+
→

=−+
→

=
h

xhhxx

h

lím

h

xhx

h

lím

h

xfhxf

h

lím
xf

22222 2
000

'  

 
( ) ( ) xhx

h

lím

h

hxh

h

lím

h

hhx

h

lím
22

0
2

0
2

0

2

=+
→

=+
→

=+
→

= . 

 
( ) ( ) xxfxxf 2'2 =⇒=  (como teníamos que demostrar). 
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4º) Calcular el área de la región delimitada por el eje X y la función ( ) xxxf −= . 
 

---------- 
 
 El dominio de la función es: ( ) [ )∞+⇒ ,0fD . 
 
 Los puntos de corte de la función con el eje X son los siguientes: 
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