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Observaciones importantes: El alumno debera regpandodas las cuestiones de una

de las opciones A o B. No esta permitido utilizalcaladoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas

OPCION A

1°) Demuestra, sin
X

y/o columna, quex
X

utilizar la regla de Sarrugydesarrollar directamente por una fila
x+1l x+2

x+2 x+4|=0. Indique en cada caso qué propiedad (o propiede
X+3 X+6

des) de los determinantes se estéa utilizando.

Se van a utilizar las siguientes propiedades:

.- Si un determinante tiene dos filas iguales @proionales, su valor es cero.

.- Si todos los elementos de una fila o columndeszomponen en dos 0 mas su-
mandos, entonces el determinante es igual a la derf@s determinantes que tienen
en esa fila o columna el primero y segundo sumarrdgpectivamente, y en las de-
mas los mismos elementos que el determinante linicia

.- Si los elementos de una linea (fila o colummainsiltiplican o dividen por un nu-
mero, el valor del determinante queda multiplicadbvidido por dicho namero.

X+1 x+2

X X X+2| | X 1 x+2 X 1 x+2 X 1 x+2

X+2 X+4|=|X X X+4|+|X 2 X+4[=0+|x 2 Xx+4|=|Xx 2 x+4|=

X+3 X+6

Xx 1 x| |[x 1 2

2
=X 2 X|+|X 2 4[=0+|x 2 4|=|x 2 4|=2-
6

X 3 X| |[x 3 6

X X X+6| |[X 3 X+6 X 3 X+6 X 3 X+6
x 1 2 X 1 x 1 1
X 2 2::2029
X 3 6] |[x 3 X 3 3

*kkkkkkkkk

A. Menguiano



3X+2y-5z=-2

y es paralelo a la
4x-3y-2z=-1

2° ) Determine el planm que contiene a la rect&{

X-5_y+2 z-17
-2 -1

rectas=

El plano pedido tiene como vectores directoressavectores directores de las
rectas y, por contener a la recta r, contiene asteds puntos.

Para hallar un punto y un vector director de édpresamos por unas ecuaciones
parameétricas:

3x+2y-52= -2 3x+2y=-2+51] 9x+6y=-6+151
rE{ ey =y } oy }:>17x:—8+19/1 %

= =
4x-3y—-2z=-1 4x-3y=-1+21| 8x-6y=-2+4/
12x+8y =-8+ 204
x:—§+£)/l. Y =17y =-5+141 ;; y:—£+g'/].
17 17 -12x+9y=3-6/4 17 17

x=-Z+321
17 17
La expresion de r por unas ecuaciones parameagas y=-2+4,1.
z=A

Un vector director de r eg =(19 14 17) y un punto e®(-£, -5, 0).

Un vector director de s eg =(3, -2, -1).

La expresion general del plan@s la siguiente:

X+ y+g oz es Rz
P; v, vi)z 19 14 17|=0; |19 14 17|=0;;
3 -2 -1 3 -2 -1

17x+8 17y+5 17z
19 14  17|=0;;-14017x+8)+51(17y +5)-38 -17z-714z+3417x+8) +1917y +5)=0
3 -2 -1

20(17x +8)+70(17y +5)-136Qz = 0 ;; 1017x+8)+3517y+5)-680z=0 ;;

170x+80+595y+175-680z=0 ;; 170x+595y - 680z +255= 0 ;; 10x+ 35y -40z+15=0 =

T=2X+7y-8z+3=0
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3°) Dada la funciénf(x) = :z ii se pide:

a ) Estudiar si existen asintotas verticales yutaitdos limites laterales en caso de que
las haya.

b ) Estudiar si existen asintotas horizontaledguéarlas en caso de que las haya.

a)
Las asintotas verticales son de la forma y = kisidnel conjunto de valores
reales de x que anulan el denominador.

e-1=0;; e =1= x=0.

La recta x = 0 (eje de ordenadas) es asintotaakrti

lim (x)= lim e +1 1+1_ N “m+f(x)— lim e +1 1+1

X)= - = =
X-0¢e-1 0 — X -0 X-0"e-1 0

=+,

X -0

b)
Son de la forma y = k siendo k el conjunto de vedaeales que toma la funcion

cuando x tiende a mas o menos infinito.
[im ¢*

w -
=— = Indet = {L'Hopital} = —=

[im f(x): lim  e*+1
X - 400 e -1

I =

lim e*+1 e™+1 0+1 _

= = =—-=-1.
X — —00 X-»—-0e'-1 -1 0-1

Las rectas y =1 e y = -1 son asintotas horizostdef(x).
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Vx|
1++/x

variable (o método de sustitucion).

1

b ) Calcule la integral :J'L(1+ xz)-dx, donde L denota la funcion logaritmo neperiano,

0

utilizando el método de integracion por partes.

a)
1
1+4x=t - x=(t-1)* ;; —= - dx=dt
X et x=(gf 5 o o 2t o
R 512 s
1++/x Jx 2 t
2_.dxzdtM/i-olxzz(t—l) . dt
X

2 _ 2
=2-jt t2t+1 dt=2. I[t 2+= j dt=2 (%—Zt+Lt]+C:t2—4t+2Lt+C=

=(1+\/§)2 - 4-(1+&)+2L(1+&)+C :1+2&+x—4—M+2L(1+&)+C =
=(x—2\/§+1)+2L(1+\/§)+C =(1+\/§)+2|_(1+\/§)+c =

b)
2X

1 L(1+x2):u—>du:—-dx _ _ 2x "
I-!L(1+x2)-dx:{ 1+ x? }:I-[L(ﬂxz)-x jx-l_l_xz-dxl_

dx=dv - v=Xx

ffuoe)-

R R R R

+X

= xL(1+ xz)— 2-(x-arctag x)]t = [1- L(1+12)— 2-(1-arctag 1)]—[0- L(1+02)— 2-(0-arctag O)]=

=|L2- 2-(1—’—9}—[0- L1-2-(0-0)|=L2-2+m=(7-2+L2)u® =1
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OPCION B

x+ay+2z=3
1°) Discuta, en funcion de los parametsog b, el siguiente sistemax-3y-z=-1;.
-Xx+8y+4z=b

No hay que resolverlo.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 a 2 1 a 2 3
A=|1 -3 -1lyA=|1 -3 -1 -1|.
-1 8 4 -1 8 4 b

El rango de A en funcioén del parameires:

1 a 2
|A|=|1 -3 -1=-12+16+a-6+8-4a=6-3a=0 = a=2.
-1 8 4

Para a# 2= Rang A=Rang A'=3=n° inc6g = Compatible Determinado

1 2 2 3
Paran =2 esA=| 1 -3 -1 -1|. Elrango de A’ en funcién de b es:
-1 8 4 b
1 2 3
{c.c,.cl=|1 -3 -1/=-30+24+2-9+8-2b=25-50=0 - b=5
-1 8 b
1 2 3
c.c,.cl=|1 -1 -1/=-b+12+2-3+4-2b=15-30=0- b=5 =b=5
-1 4 b
2 2 3
{c,.c..c}=|-3 -1 -1/=-2b-36-16+24+8+6b=-20+4b=0 - b=5
8 4 b

a=2
Para {b 5} = Rang A= Rang A'=2<n° incég = Compatible Indeterminado

a=2
Para {b;t 5}: Rang A=2 ;; Rang A'=3= Incompatile
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2°) Se llama mediana de un tridngulo a cada utasdectas que pasan por el vértice de
un triangulo y por el punto medio del lado opuesthicho vértice.

a ) Calcule las tres medianas del triangulo deice&tA(5, -1, 4), B(-1, 7, 6) y
C(5 3 2).

b ) Compruebe que las tres medianas se cortan panta (llamado baricentro) y cal-
cule las coordenadas de dicho punto.

a)
Para facilitar la comprension del ejercicio seehelografico adjunto.

Los puntos medios de los lados del triangulo eersiguientes:

M =P(235),M_.=0Q(513) yM_=R(254).
Las ecuaciones paramétricas de las tres mediandasssiguientes:

U =AR=(2 5 4)-(5, -1 4)=(- 3 6,0).

v =BQ=(5,13)-(-1 7 6)=(6, -6, -3).

W =CP=(2 35)-(53 2)=(-3 0, 3).

— x=5+/
Mediana por A JVectordirector: u=(1 =2.0) .\ _J 4 5
Punto: A5, -1, 4)

z=4

_ — X=-1+2u
Mediana por B | Vector director: v =(2, -2, -1) omo=ly=7-24
Punto: B(-1, 7, 6)

Z=6-Uu

X=5+)y
y=3
z=2-y

Mediana por C= Vector director: (l 0, -1) — m
Punto: C(5, 3 2)




b)

Si admitimos la hipétesis planteada no es neces@naostrar que las rectas se
cortan en un punto, por lo cual, tienen que seal@sulas respectivas coordenadas de la:
rectas tomadas dos a dos y ademas, el punto detieo que ser el mismo, veamos:

X=5+A1
m,=qy=-1-24
z=4

X=-1+2u
y=17-2u
Z=6-U

=
i

Xx=5+1
y=-1-21
z=4

3
>
i

X=5+y
y=3
z=2-y

3

5+A=-1+2u
= -1-2A=7-2u =5+A=-1+4;; A=—2=M(3, 3 4).

5+A=5+y
—-1-21=3 . A=-2 = M(3 3 4).
4=2-y > y=-2

Como puede verse, el punto de corte de las restas mismo, como teniamos

gue comprobar.

El baricentro es M(3, 3, 4)
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3°) Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 cm; ndgesus extremos se forma un trian-
gulo.

a ) Demuestre que el area de dicho triangulo vilma por la funciom(x)=12senx,
donde x denota el angulo formado por las manedkiseloj.

b ) Determine el angulo que deben formar las m#dasaiel reloj para que el area de
dicho tridngulo sea maxima. ¢ Cual es el valor deadédrea maxima? Se puede utilizar
el apartado a ) aunque no se haya demostrado.

Sabiendo que el area de un tridn-

gulo es el producto de la base por la altu-

ra y dividido por doss=b—;‘.

Por otra parte, de la figura se de-
duce que:senAzg = h=c-senA. Susti-

tuyendo el valor de h en la férmula del
b-h_b-c-senA
= ; _
De la ultima formula se deduce que “el area derian-t
gulo es igual a la mitad del producto de dos ddasiss por el
seno del &ngulo que forman”.

area, resultas =

Teniendo en cuenta lo anterior y observando ladiglel
reloj, es facil deducir lo pedido:

A(X) - 4.6-senx
2
(como queriamos demostrar)

=12senx=A(x) c. q. d.

b)

Para que el area sea maxima es necesario quelsesarprimera derivada y sea
negativa la segunda derivada para los valoresmularala primera.

A(x)=12-cosx=0 = cosx=0 = x1=90):g * x2:270>=37n_

x, =90 - A"(9CP) = -12sen9(P=-12 -1= -12< 0= M&ximo
A"(x): -12senx=0=
x, =27¢ - A"(27¢°) = -12sen27(°=-12-(-1)=12> 0= Minimo

Para que el area del triangulo sea maxima las edejaen formar un angulo de 90°



El valor del &rea maxima es la siguiente:
A(9C)=12-sen9(P=12-1=12u> = A
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3 definida para los

1-x Y
valores -1 < x < 1, determine los puntos de coetéad
rectay=4x con la grafica de f.

4°) a ) Dada la funciorf(x)=

b ) Calcule el area del recinto limitado por lataec
y=4x y la grafica de f.

*kkkkkkkkk
a)
3x
1-x

Los puntos de corte de la funcidix) = con la rectay = 4x se obtienen de la

2

igualacion de ambas funciones.

3X2 =4x ;; 3x=4x-4x° ;; 4x*-x=0;; x(4x2—1)=0 = x =03

y=1()= = % =0

4x*-1=0;; 4x*=1;; X* =

Los puntosde corte son A{—% —2), O(O, O) y B@ 2)

b)
R La funcion f(x) es simétrica con respecto al anigeor ser
R BRI I =
T1-(-xP =% '

Teniendo en cuanta lo anterior y el valor de tagral in-

definida | :jl_xxz .dx, que es:

1-x* =t
Il:j Xz-dx: X :I=—1j1-dt=
1-x xdx=—3dt 27t

=_%Lt+cz—%L‘1—x2‘+C=l , el area pedida es:

; 2 3X 2 2 X
‘ . A:Z-I(4x— Zjdxz 2(4-dex—3-j 2dxj=
0 1-x 0 v 1= X

2 2 272 2
:ijdx—ajlxz-dxzs{ﬂ —6-[—%L‘1—x2ﬂ =8-(2-0)-6-|-(L3-L1)|=
0 0



=16-6:|-L3+L1|=16-6-|-L3+0|=16-6L3=16- 659=16- 3296= 941u” = A.
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