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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a todas las cuestiones d
de las opciones A o B. No estad permitido utilizar calculadoras programables ni c
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A
2x+3y+z=1
1°) Clasifique y resuelva, si es posible, el sistema de ecuaciaregy+z=1;.
Ax+ 5y+22=2
2 311
La matriz ampliada esi'=| 2 2 1 1|, cuyo rango es 2, igual que el rango de la
4 5 22

matriz de coeficientes, por ser la tercera fila la suma de las otras dos.
Teniendo en cuenta el teorema de Rouché-Frébenius:

Rango M= RangoM'= 2< 1f incdég = Sistemacompatible indeterminado

Para resolver el sistema se desprecia una ecuacion (tercera) y se parametriz:
de las incognitas (2):

2x+3y+z=1 2x+3y=1-4 1 1
= 2= = =y 5 "
2x+2y+z=1 2x+2y=1-A

X=3
Soluciéon: < y=0 , UAOR
z=A
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2°) Tres de los cuatro vértices de un tetraedroAam, 0), B(2 1, 0) y C(5,1 0). El
cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por los puntos M(1, 2, 3) y N(-1, 4, 5).

a ) Determine la ecuacién de la rectarr.

b ) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea
unidades cubicas.

Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

a)
Los puntos M y N determinan el vector= NM=M-N=(2, -2, -2).

El vector director de la recta r puede ser cualquiera que sea linealmente dej
diente del vectow =(2, -2, -2), por ejemplo:v, =(1, -1 -1).

La expresion de r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es, c
derando el punto M, la siguiente:

x=1+A
rsqy=2-A4
z=3-1

b)
El punto D, por pertenecer a la recta r, es de la fobfia:A, 2-1, 3-4).

Los vectores que determinan el tetraedro son:
MB=B-A=(210-(3409=(-1-30).
AC=C-A=(510-(3409=(2-30).

AD=D-A=(#4,2-1,3-1)-(3 4 0=(-2+1,-2-1,3-1).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los v
tores que lo determinan, en valor absoluto, sera:

-1 -3 0

T A ] _3-2 |1 3_3-2 |1 1f_
VABCD_E.HAB AC, AD]‘—E _2; _2: 3: _T"—z 3‘_7-‘_2 1‘_

=374 (142)=3(3-

=32 (12)=3(-1).

Nota: No se considera el valor absoluto por pedirnos una sola solucion.



Como el volumen del tetraedro tiene que ser de 6 unidades cubicas:

VABCng(B_/‘)Z 6;;3-A=4= A=-1.

D(1+ A, 2- 2, 3-1)

A=-1 }:D(O’=‘°”4)

*kkkkkkkkk



39 Calcule los siguientes limites:

lim

X — +oo

|

lim
X — +o00

lim  (x2+1) " lim  senx?
a) ; b) Eip——
X - oo | X -1 X - 0 1-cosx
a)
[im x2+1) 2 N o :
5 =1" = Irdet deltipo"rf €' =
X - +oo| X _1
X242
lim X2 lim lim
= 1+ 2 = 1+ 1 =
X — 400 x? =1 X — 400 x? -1 X — 400
2
~ 2X°+4
-1 2x%+4 x*-1 | x2-1
?. x2-1 7
lim lim
= 1+ 21 = 1+ 21
X _ +0o X -1 X — oo X -1
2 2
lim  2x%+4
:exﬂ+°° x2-1 :e=2.
b)
[im 2 ,
senx” s.5en0 _ 0 _0 = Indet = {L'Hopital} =
X—-01-cosx ZXcosO 1-1 O
[im lim [im
= (2-cosx2)- X - 2.1. X -2.1=2.
X -0 X - 0 senx X —» 0 senx =

*kkkkkkkkk
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X2 _1+ ij +2 _

1+
X2 -1

lim X .cosx® _
X -0 senx



6

4°) a ) Encuentre una primitiva de la funciﬁ@x):m.
X X—=

b ) Calcule el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f(x) y el eje de abs
sasentrex=-2yx=0.

a)
Y= f(x).dx:jXZ+—‘2*X_8.dx

= X+ 2x-8=(x-2)(x+4).

- - =2
R N I

X, =

6 6 A B
= +

IL.dX:IL.de = = =
x> +2x—-8 (x-2)(x+4) X +2x-8 (x-2J(x+4) x-2 x+4

_ Ax+4A+Bx-2B _ (A+ B)x+(4A-2B)  A+B=0 } A+B=0
2A-B=3

(x-2)(x+4) x> +2x—8 AA-2B=6 }: 3A=3;;A=1;; B=-1.

F(x):j(i—ij- dx= L] x-2|-L x+4|+C=L %

= Fi(x).
X—2 X+4 +e (X)

b)
Considerando el apartado a ) y que los valores de la fuﬁ@@ﬂﬁ co-

rrespondientes al intervalo [-2, 0] son negativos, el area pedida es la siguiente:

-2
S=|L — | 222
—2+4

0
=L2(0-LI=2L2¢ 0139 *=S.

X=2
X+4

0-2
0+4

:L‘__“‘—L‘_—Z‘:|_2—|_1:L2—(L1—L2):
2 4 2

_L‘
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OPCION B

a b c
1°) Sabiendo ques 0 3|=2, calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los

111

siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinan
esta utilizando.

1 1 1 a b C
a)l2 o0 1. b) | 22+6 20 2c+3|.

33 b 3 a+l b+l c+1
a)

Se han utilizado, sucesivamente, las siguientes propiedades de los determinan
Si se intercambian dos lineas de un determinante, su valor cambia de signo.

Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de un determina
por un nimero, su valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

b)
a b c a b c a b c a b c
2+6 b 2x+3|=| 2 Db z|+|6 0 3|=0+3{2 0 1|]=3.2=6.
atl b+l c+l| |a b c| |1 11 111 -

Se han utilizado, sucesivamente, las siguientes propiedades de los determinan

Si los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos su
dos, el valor del determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenid
considerar por separado cada sumando de esa linea, y el resto de las lineas iguale
del determinante inicial.

Si un determinante tiene dos lineas paralelas proporcionales, su valor es cero.

Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de un determina
por un numero, su valor queda multiplicado o dividido por dicho namero.
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2°) a ) Determine la ecuacién de la recta r que pasa por los paf®os 0) y
B(-1, 8 1).

b ) Determine la ecuacion del plan@ue pasa por el punto C(1, 2, 3) y es perpendicu
lar alarectar.

a)
Los puntos A y B determinan el vecta= BA= A-B=(3 -5, -1), que es director
de la recta r pedida.

La expresion de r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es, con:
rando el punto A, la siguiente:

. Xx-2_y-3_y
3

b)
El haz de planoB perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresion gen
ral: f=3x-5y-z+D=0.

De los infinitos planos que componen el Aael plano pedida es el que contie-
ne al punto C(1, 2, 3):

L=3x-5y-z+D=0

= 34 52 3D=0;,310-3+D=0;; D=10.
c(1, 2 3)

= 3x-5y-z+10=0
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3°) Descomponga el numero 48 como suma de dos numeros positivos de tal maner:
el producto de uno de ellos por el cubo del otro sea el mayor posible.

Sean los nUMeros X e yx+ y=48 = P=x-y*> = Maximo.

V=48~ x= P=x-(48-x = P2 148 +x {$48-x)* -(-1)|=

=( 489" [(- 48X~ B=( 48x) (48 &)= 4(48 % -(12- =0 = x =48;; x, =12.
La solucion x = 48 carece de sentido l6gico (es para minimo), por lo cual la s

lucidn es para x = 12, como se justifica a continuacion, teniendo en cuenta que una
cion tiene un maximo relativo para los valores que anulan la primera derivada y ha

negativa la segunda derivada:

P="1[4- (1-48)+( 4%) (- )JE 4- 48x- 48x)= 4(x- 99=8-(x-48).
P ("1z 8(12 43=8-(-36)<0 = Maximo, como queriamos justificar.

y= 48 x= 48-12=36.

Los nimeros pedidos son 12 y 36, respectivamente.
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4°) a ) Encuentre una primitiva de la funciéfy = xe*.

1
b ) Calcule la siguiente integral definide: | X ¢ - dx.

a)
% — =2
I:jf-ex-dx: = du de: = %-é—jé-Zx-dx:xz-ex—lezl *)
d~= €. dx- v=¢"
U= X- du=dx
L=] x- & dx= = = x &-[ & de x €-€+C=
de= € dx- v=¢"
=& (x-1)+C=1,.
Sustituyendo el valor obtenido deeh (*), resulta:
E X e-20= % &-2&(x1)+C=¢(x¥-2x+2)+C =]
b)

o weeacle(e- o B 22 (0 o Jda2g-res

=e—-2=1.
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