IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESOQO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EI alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esté permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se recomie
al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

OPCION A
x+y+az=1

1°) a) Discuta el sistema de ecuaciowes ay + z = a} en funcién del parameten
ax+y+z=1

b) Si es posible, resuélvalo para el valoude —2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a 1
M=<1 a 1>yM’=<1 a 1 a>.
a 1 1 a 1 1 1

El rango de M en funcion del parametres:

1 1 a
1 a 1
a 1 1

Rang M = =at+a+a—-a®—-1-1=-a%>+3a—-2=0;

a® — 3a + 2 = 0. Resolviendo por Ruffinia; = a, = 1,a; = —2.

a+1

Para {a 4 _o

}=> Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
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1 1 11
ParaazlesM’=<1 1 1 1>=>RangM’=1.
1 1 11

Paraa=1= Rang M = Rang M' =1 <n%incbdg.= S.C.I.
(con dos grados de libertad)

1 1 -2 1
Paraa=—-2esM' = < 1 -2 1 —2>=>{CZ =C(C,} > Rang M' = 2.
-2 1 1 1

Paraa = —2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incbg.= S.C.I.

b)
x+y—2z=1
Paraa = —2 el sistema resulta— 2y + z = —2}, que es compatible indeter-
—2x+y+z=1

minado. Despreciando una ecuacion (tercera) y haciesda:

x+y=1+2/1} x+y=1+24

x—2y=-2-12 —x+2y:2+,1}:>3J’=3+3/1; y=1+A41

xX+y=14+24 x+1+A1=1+24 x=A.

Solucion:x =1, y=1+1,z= A4 V1 ER.
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2°) Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los pdos, 0), B(3,4,0) y
C(5,1,0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por el pghta, 3) y tiene
como vector director el vectoy = (—1,1,1).

a) Determina las ecuaciones parameétricas de r.

b) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea 9.
Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

a)
x=1-—-41
La expresion de r por unas ecuaciones paramétrica =2+ A
z=3+1

b)

Los puntos A, By C, por tener los tres la tercera componente nula, son coplane
rios; el plano que los contieneress z = 0.

AB =[B—-A4]=1[(3,4,0) — (2,1,0)] = (1,3,0).
AC =[C-A]1=1(510) - (2,1,0)] = (3,0,0).
Un punto genéricoder €51+ 4,2 + 1,3+ 4).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de lo
vectores que lo determinan:

AD=[D-Al=[1=-22+43+0)—(21,0]=(-1-41+213+21).

1 3 0 1 3 0
Vigcp = = 3 0 0o |[=9; 3 0 0 ||=54;
—1-2 1+ 3+2 —1-2 1421 3+2

|(3+A)-|; g|| —54; |-9-(3+ )| =54 |3+1|=6.

3+/1=6}—>/11=3

3_1=6J5 A =-9 Q(1—A42+ 13+ 1).

Al:= 3= (?1(_'2,5,6). AQ =-9 = (?2(10,_'7,__6).
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1 1

. 2+4ex . 2+ex
3°) a) Calcule lim 5. b) lim 5.
x=>07 g 4ex x=0% 44 0%
1
. ., 2+ex ‘e
c) ¢ Es continua la funcigf(x) =—— enx = 07? Justifique la respuesta.
1+ex
a)
1 1 1 1
24ex  24e0°  2+e”® 2% 2+ 240
llm_ 5 = 2=1+—oo= T = 1=1+0=Z_
X207 14ex  1+4e07 e I+ 145
b)
1 1
. 2+ex  2+e0t  24et® 2400 oo ,
lim — = = = = — = Indet.= {L'Hopital} =
x—-0 1+ex 1+e0% 1+e 1+ %)
1 1 1 1
. Tze* . —x2e* . 1 1 1 1
= lim *=—==lm *5—=Ilm —w=—=—7=—=0.
x-0F _2 0% X007 _2 oxex X207 50x 200 2€ ®
X X
c)

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites laterales en ese pun
son iguales e igual al valor de la funcién en ese punto. Como quiera que los limite

1
.y 2+ex ..
laterales de la funciofi(x) = ®~ enx = 0 son distintos, como se puede observar en
1+ex

los apartadoa) y b):

La funciéon f(x) no es continua en x = 0.
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4°) a) Calcule la integral indefinida= [ 2x - arc tg x - dx.

b) De todas las primitivas de la funcigiix) = 2x - arc tg x, encuentre la que pasa
por el puntaP (0, —2).

a)
_ du = dx
I=f2x-arctgx-dx=>{u arctg x = x2+1}:>
2x - dx =dv > v = x?
= (arctgx) -x2— [x2 2 =x2.arctgx — [ . dx =
x%+1 x%+1

xZ+1-1
x2+1

1
x24+1

=x?-arctgx — [ dx=x2-arctgx—f(1— )-dxz

1
x24+1

=x%-arctgx— [dx+ |

cdx=x?-arctgx—x+arctgx+C.

I=[2x-arctgx-dx=(x*+1)-arctgx —x +C.

b)
FxX)=[f(x)-dx=(x*+1)-arctgx —x+C.

Por pasafF(x) porP(0,—2) esF(0) = —2:
F0O)=—-2= (0+1)-arctg0—0+C=-2 =C=-2.

F(x)=(x?+1)-arctgx —x — 2.
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OPCION B

1°) Observacion: Los apartadeyy b) de este ejercicio son absolutamente indepen-
dientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

Se dice que una matriz cuadrada A es involutiva si cumpte IAdonde | denota la
matriz identidad.

a) Justifique razonadamente que toda matriz involutiva es regular (o invertible).
b) Determine para qué valores de los paramaetyds la siguiente matriz es involutiva:
a a O
A= (a —a 0).
0 0 b

a)

Una matriz A es involutiva si2 = I, o sea, cuandd - A = I. Por otra parte,
por definicion de matriz inversa se cumple dued™! = I, de donde se deduce que
toda matriz involutiva es la inversa de si misma.

Toda matriz A involutiva es la inversa de si misma, por tanto es invertible.

a a 0 a a 0 a’+a®> a*—a*> 0
A*=1=|a —a 0|'|la —a 0]|=|a?—-a%? a?+a% 0 |=
0O 0 b 0O 0 b 0 0 b?

2a20 0 100 22_
= 0 2q2 0=010:>“‘}=>a=i

0 0 b? 0 0 1

b)

;b =+1.

NS
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2°) Observacion: Los apartadopy b) de este ejercicio son absolutamente indepen-
dientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

Considere la recta=~ = % = Z;—l yelplanot =2x+y+z=-7:

a) Compruebe que la recta r corta al planocalcule el &ngulo que forman.

b) Determine el plan@ que pasa por el puni(2,—3,3), es paralelo alarectary es
perpendicular al plane.

a)
Un vector director de r &g = (1,—1, 2).
Un vector normal del planmesn = (2,1, 1).

El vector director de r y el vector normal meson linealmente independientes
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual:

Larectary el plano m son secantes.

Por definicion de producto escalar: v, = |n| - |v,| - cos B.

— —

n-v,
|72l [or

s
nv,

cosf = Por sew y f complementariosen a =

.

|yl

=l

(2,1,1)-(1,-1,2) 2—1+2 3 3 1
= = = — ) 300_
V2Z+12+12./124+(-1)2+422  V4+1+1V/1+1+4 V66 6 2

sen a =

Larectary el plano w forman un angulo de 30°.

b)

El planog, por ser paralelo a la recta r y perpendicular al pigrteene como
vectores directores al vector director de la recta y al vector normal del plano; teniend
en cuenta que contiene al pu@, —3, 3), su ecuacion general o implicita es la si-
guiente:



x—2 y+3 z-3
BP;v,M)=| 1 —1 2 |=0;
2 1 1
—(x=2)+4(y+3)+(@Z-3)+2z-3)-2(x—-2)— (y +3) = 0;
—3(x—-2)+3(y+3)+3(z—-3)=0;, x—2)—(y+3)—(z—-3)=0;

x—2—-—y—3—2z+4+3=0 = f=x—y—z—2=0.
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: ., 2 — | x < :
39 Considere la funcion dada px) = {i(;z)aj_ b iiS; 9;—1 1. Determine los va-

lores de los parametrasy b para los cuales la funcidifx) es continua y derivable
en todo R.

La funcién f(x) es continusla, b € R, excepto para = 1, cuya continuidad se
estudia a continuacion.

Para que la funcion sea continuaxea 1 es necesario que sus limites laterales
en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) =lim(x?+ax—3)=a—2=f(1)

x-1" x—1

—2=b; a—b=2.
lim f(x) = lim[L(x2) + b] = b - P @
x—1t x-1

. x’+ax—3si x<1
La funC|onf(x)={L(x2)+b Gix>1 "

para el valox = 1, cuya derivabilidad vamos a estudiar.

es derivableva,b € R, excepto

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y, adem:
sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

2x+a six<1

f’(x>={ 2 ooy =>fW={

24+asix<l1

> g x>1:>2+a:2=>a:0.

Sustituyendo en la ecuacian-b =2 = b = —2.

La funcién f(x) es continua y derivable en Rparaa =0y b = —2.
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4°) Considere el recinto limitado por las graficas de las funcipfes= 2senx y
g(x) = tg x en el primer cuadrante del plano XY, gt
esta representado en la figura adjunta.

a) Determine los puntos de corte de dichas funciones.

b) Calcule el area de dicho recinto. e

><V

a)
Los puntos de corte se obtienen de la resolucion de la ecuaciéon que resulta de
igualacion de las expresiones de las dos funciones.

x)=g(x) = 2senx = tg x; Zsenx=ﬂ; 2sen x - CoOSx = sen Xx;
g g COS X

senx=0-x,=0

2senx-cosx —senx =0; senx-(2-cosx—1)=0= 1 .
COSJC=E—>X2=§

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en los punto 0(0,0) y A (g, \/§)

b)
Considerando un punto del intervém %) por ejemploc = % resulta que en el
intervalo dado las ordenadas de las funciones son:

F)=2eeni=25=1v() =t0 =312 19> 900

Teniendo en cuenta lo anterior, el area pedida es la siguiente:
S=[2f(x) —g(x)]-dx = [3(2senx —tg x) - dx =

=2-f055enx-dx—f05tgx-dx=2-fogsenx-dx+fgotgx-dx=2A+B.
3

Y
3

Y3
r 1
A= f03senx-dx = [—cosx]) = [cosx]g = cos( —cos§= 1 —% =

x=0-t

1}

T 1=
X==—>t=-
3 2

0 0senx cosx =t
B=|ztgx -dx = | cdx =
fg g {Senx-dxz—dt

3 Cos X

1—dt 1dt Lat = 1
> [ == Y= =Ly L1=11-12-0= 12,



Sustituyendo los valores obtenidos de Ay B:
S=24+B=2-1-12=1-12

El 4rea pedida es, aproximadamente, (1 — L2) = 0,31 u?.
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