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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera resmna todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estéitmip utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbdliceegntles o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden eagjée enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas iocoest que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matricds= (_11 _11) yB = ((1))

a) CalculeC = At - A — B - BY, dondeA! y Bt denotan, respectivamente, las matrices
traspuestas de Ay B.

2 =2
b) Halle una matriz X tal qu¥ - C = D, siendaD = <—2 2 )

__________ 4 4
a)
Las traspuestas selr‘i:(i :Dth 0 1)
C=At-A—B-Bt=G :})(_11 _11)_((1’).(0 1) =
- 2-6 V=G 2
b)

X-C=D; X-C-C'=D-CY, X-1=D-C' > X=D-C"t. (¥

2 211 0 1 11E 0
(C”)Z(z 110 1)=>{F1_’1/2F1}:><2 1lo 1

):{FZ_)FZ_ZFl}:
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1 1|2 0 1 1 0
1 0-% 1 ) ) (—1 1 )
= 2 =>C " = 2 :
(0 111 -1 1 -1

Sustituyendo en (*) el valor obtenido:

2 =2 1y -3 4
X=D-c—1=<—2 2)-(2 >=<3 —4).
4 4/ N1 1 2 0
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2°) Se llama mediana de un triangulo a cada unasdectas que pasan por el vértice
de un tridngulo y por el punto medio del lado opmesdicho vértice.

a) Los vértices de un tridngulo son A (5, 3, 6), B (1, 2) y C (5, 7, 4). Calcule los
puntos medios de sus lados.

b) Calcule las ecuaciones de las tres medianas de ttiangulo.

¢) Compruebe que las tres medianas se cortan ennio pwealcule las coordenadas
de dicho punto.

a)
5-1 3—-1 6+2
M= (55 5) =219,
(545 3+7 6+4\ _
M= (55.575) = (55,5
(=145 —1+7 2+4\ _
Mﬁz(z ,2,2)=Q33)
b)

El vector director de la mediana que pasa por,8,5) yMz: = (2,3,3) es el
siguienteMz:4 = (3,0, 3).

x=54+1
La mediana que pasa por A esim; = {y =3 .
z=6+4+ 1

El vector director de la mediana que pasa polB-{;, 2) yM4: = (5,5,5) es
el siguienteM4zB = (—6,—6,—3).

x=5+2u
La mediana que pasa por Bfy; esim, = {y =5+ 2u.
z=5+u

El vector director de la mediana que pasa por, C,(8) yM4z = (2,1,4) es el
siguienteMzC = (3,6,0).

x=5+y
La mediana que pasa por @fy; es:mz = {y =7+ 2y.
z=4

c)

x=54+1 x=5+4+2u
El punto de corte de, y m,: {y =3 = {y =5+ 2u.
z=6+41 z=54+u



5+A=5+2u ;4 o
3=5+2M}:>5+A—3, A=-2 u=-1 = B(33,4).
xX=5+41 xX=5+y
Elpuntodecortedmlymgz{y=3 =>{y=7+2y.
z=6+41 z=4

5+4A=5+y

3=7+2y}:>y=,1=—2 > B(3,3,4).

Se compreba que las medianas se cortan en un punto llamado baricentro.

El baricentro es el punto B(3,3,4).
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3°) Observacién: Los apartados a) y b) de estecigerson absolutamente
independientes y se pueden resolver en el ordesajgaiera.

X245
o . : xX—6\x+3 . 11
Calcule los siguientes limites) lim (—) e b) lim (—2 — —)_
x—+00 \x+1 x—0t \x x
a)
x2+5 x%+5
- x—6 . : xX+1-7\ x+3
lim (—) ¥ = 1% = Indet.tipone = lim ( )"*3 =
x—+0o \x+1 x—+0o \ x+1
2 x%+5 x+1 =7 x%+5
= X3 ey
S F =7 \x+3 _ 7. 1 T 1 _
= lim (14+— = lim 14+ &% = lim |14+ &% =
x—+00 x+1 xX—+00 - x—+00 -
=7 x%+5 -7x2-35
X1 x41 x+3 X152 1 ax+3
1 -7 1 -7 1
= lim |1+ =| lim |1+ &% =e 7 =—.
X—+00 — X—+00 — e
-7 -7 —_—
: 11 1 1 . 1-x 1
b) lim (———)=———=00—00=>1ndet.:> lim — = — = +oo.
x—0+ \x2  x 0 o xo0t x2 ot —
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4°) ) Calcule la integral indefinidftg?x - dx.

b) De todas las primitivas de la funcifiix) = tg%x, encuentre la que pasa por el
puntoP G 1).

“ Teniendo en cuenta qé€1 + tg?x) - dx = tg x, puede hacerse lo siguiente:
[tg*x-dx=[(1+tg?x—1)-dx=[(1+tg°x)-dx— [dx =
=tgx—x+C.
[tg*x-dx=tgx—x+C.
b)

SiendoF (x) = tg x — x + C, tiene que cumplirse qu?E) = 1:
4
VA Vi VA __E
tg Z_Z-l_c_l’ 1—Z+C—1 iC—4.

F(x)=tgx—x+%.
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OPCION B

1°) Observacion: Los apartades y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el ordesaygeiera.

Se dice que una matriz cuadrada A es idempotentergle X = A.

a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadssn&°L>.

b) Determine para qué valores de los parametros b la siguiente matriz es
idempotented = <—aa —aa 8)

0 0 b

a
) A2015 — A2014- A= (A2)1007 A= A1007 A= A1008 = A.

a —a 0 a —a 0 2a> —2a* 0
A2=A4-A=|-a a O0|l-a a 0]|=|=2a%2 2a> 0 |
0 0 b 0 0 b 0 0 b?

2a2=a} 2a2—a=0} a(2a—1):0}—>a1=0;a2=%
b=b2) p2—p=0 bb-1)=0/5b,=0;by=1

b)

A2=A>

La matriz A es idempotente para los pares de valores (a, b) siguienrtes:

(0,0),(0,1),(%,0),(%,1)
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2°) Observacion: Los apartade§ y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el ordesajgaiera.

Y

Considere la recta= %‘1 == ? yelplanor =x — 2y + z = —3:

a) Compruebe que la recta r es paralela al piayocalcule la distancia entre ellos.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P, @), Yes perpendicular al plano
Calcule la interseccion de dicha recta con el pfano

a)
Una recta y un plano son paralelos cuando el welitector de la recta y es
vector normal del plano son perpendiculares, es,ae@ndo su producto escalar es 0.

Un vector director de la recta res= (3,4,5) y un vector normal del plano
esn = (1,-2,1).

7 -i=(345(1,-21)=3-8+5=0.

Queda comprobado que la rect r y el plano m son paralelos.

La distancia de la recta r al plan@s la misma que la distancia de un punto de
la recta al plano. Un punto de r4£€l, 0, 2).

. . . _ |Ax0+By0+CZO+D|_
La distancia de un punto a un plano&$; ) = a7
_1-1-2-0+1-2+3| _ [1-04+2+3] _ |[+6] _

=16 unidades.

6
dirsm) =dAm) = s = T V6 W

b)
La recta s tiene como vector director al vectoealor del plano; su expresion
dada por unas ecuaciones paramétricas es:

x=1+21
SE{y=—2/1.
z=24+41

El punto de interseccion de la recta s con elgtars la solucion del sistema
gue forman:

T=x—2y+z=-3

x=1+41 o
SE{yz—ZA = (1+2) —2(=2) + 2+ 1) = =3;
z=2+2



1+4A14+42A+24+1=-3; 6A=—-6=>21=-1.

El punto de interseccion del plano w con la rectar es Q(0,2,1).
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3°) Observacion: Los apartadeg y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el ordesajgaiera.

Calcule los maximos y minimos de las siguientesianes:

2
a) f(x) =x-Lx, conx > 0. b) g(x)=:—x,c0anR.

Una funcion tiene un extremo relativo (maximo animio) cuando se anula su
primera derivada. Para diferenciar los maximosdariinimos se recurre a la segunda
derivada: si es positiva para los valores que analgrimera, se trate de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

a)

f’(x)=1-Lx+x-%=1+Lx.

f'x)=0=>1+Lx=0; Lx =-1 =>x=%.

f”(x)=% = f”(§)=%=e>0 = Minimorelativoparaxz%.

n_1.,1_1, _ . oo—1n=-1 1 1 _1

fO)=2Lo=2-(L1-Le)=>-(0-1)=—2 =>M1n.:>P(e, e).
b)

, _ 2x-e¥—x%e* xe*(2-x) _ x-(2-x) _ 2x-x?

g =" — ===

gx)=0>= x'(z_x)=0; x(2—x)=0 = x; =0,x, = 2.

eX

/" _ (2-2x)-e*-x-(2-x)-e* _ e*-(2-2x-2x+x%) _ x%—4x+2
9 (X) - e2x - 2% - .

eX

g'"'(0) = % =2 >0 = Minimo relativo para x = 0.

g(0) =eio =§= 0 = Min.= 0(0,0).

4—-8+2

e?

g"(2) =

-2 fos .
=— < 0 = Maximo relativo para x = 2.

e?

22 4 , 4
g(2) === > Max.ﬁQ(Z,e—z).
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4°) a) Calcule la integral indefinidfL (1 + x?) - dx.

b) De todas las primitivas de la funciftx) = L (1 + x?), encuentre la que pasa por
el punto P (0, -2).

a)

1+x2

_ 2 _ 2x-dx
A A1 B

dx=dv->v=x

. 2
=>x-L(1+x2)—fx-21’i;if=x-L(1+x2)—2flix2-dx=

2_ 2
:x-L(1+x2)—2f1ﬁx21-dx=x-L(1+x2)—Zfii;-dx+2f1+1x2dx=

=x-L(1+x?)—2x+2-arctgx+C.

b)
Siendo la funcién primitivaF(x) = x-L(1 +x?) —2x+2-arctgx + C,
tiene que cumplirse qu&(0) = —2:
F(0)=0-L(1+0)—0+4+2-arctg0+C=C=-2.

F(x)=x-L(1+x?»)—2x+2-arctgx—2
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