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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberá responder a todas las 
cuestiones de una de las opciones A o B. No esté permitido utilizar calculadoras 
programables ni que realicen cálculo simbólico, integrales o gráficas. No es necesario 
responder a las cuestiones en el mismo orden en que están enunciadas. Antes bien, se 
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten más 
sencillas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Considere las matrices � = � 1 1−1 −1� y � = �01�. 

 	) Calcule � = �� · � − � · ��, donde �� y �� denotan, respectivamente, las matrices 
traspuestas de A y B. 

�) Halle una matriz X tal que � · � = �, siendo � = � 2 −2−2 24 4 �. 

---------- 	)  

 Las traspuestas son �� = �1 −11 −1� y �� = �0 1). 
 

 � = �� · � − � · �� = �1 −11 −1� · � 1 1−1 −1� − �01� · �0 1) = 

 = �2 22 2� − �0 00 1� = �2 22 1�. 

 �)  
 � · � = �;   � · � · ��� = � · ���;   � · � = � · ���   ⇒   � = � · ���.     (*) 
 

 ��|�) = �2 22 1�1 00 1� ⇒ ��� → ½��" ⇒ #1 12 1$ %& 00 1' ⇒ ��( → �( − 2��" ⇒ 

 



⇒ #1 10 −1$ %& 0−1 1' ⇒ ��( → −�(" ⇒ #1 10 1$ %& 01 −1' ⇒ ��� → �� − �(" ⇒   

 ⇒ #1 00 1$−%& 11 −1' ⇒ )�* = #−*+ ** −*'. 

 
 Sustituyendo en (*) el valor obtenido: 
 

 � = � · ��� = � 2 −2−2 24 4 � · #−%& 11 −1' = �−3 43 −42 0 �. 

 
********** 

  



2º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice 
de un triángulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. 
 	) Los vértices de un triángulo son A (5, 3, 6), B (-1. -1, 2) y C (5, 7, 4). Calcule los 
puntos medios de sus lados. 
 �) Calcule las ecuaciones de las tres medianas de dicho triángulo. 
 -) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas 
de dicho punto. 

---------- 	)  

 ./0 ≡ �2��( , 4��( , 56(( � ≡ �2, 1, 4).   

 ./7 ≡ �262( , 468( , 569( � ≡ �5, 5, 5). 

 .07 ≡ ���62( , ��68( , (69( � ≡ �2, 3, 3). 

 �)  
 El vector director de la mediana que pasa por A (5, 3, 6) y .07 ≡ �2, 3, 3) es el 

siguiente: .07�;;;;;;;;;;;< = �3, 0, 3). 
 

 La mediana que pasa por A y .07 es: =� ≡ >? = 5 + AB = 3       C = 6 + A. 

 
 El vector director de la mediana que pasa por B (-1, -1, 2) y ./7 ≡ �5, 5, 5) es 

el siguiente: ./7�;;;;;;;;;;;< = �−6, −6, −3). 

 La mediana que pasa por B y ./7 es: =( ≡ >? = 5 + 2EB = 5 + 2EC = 5 + E  . 
 
 El vector director de la mediana que pasa por C (5, 7, 4) y ./0 ≡ �2, 1, 4) es el 

siguiente: ./0�;;;;;;;;;;;< = �3, 6, 0). 
 

 La mediana que pasa por C y ./0 es: =4 ≡ >? = 5 + F   B = 7 + 2FC = 4           . -)  
 

 El punto de corte de =� B =(: >? = 5 + AB = 3       C = 6 + A  ⇒  >? = 5 + 2EB = 5 + 2EC = 5 + E  . 



5 + A = 5 + 2E        3 = 5 + 2EH ⇒ 5 + A = 3;   A = −2;   E = −1  ⇒   I�J, J, K). 

 

 El punto de corte de =� B =4: >? = 5 + AB = 3       C = 6 + A  ⇒  >? = 5 + F   B = 7 + 2FC = 4           . 
 5 + A = 5 + F         3 = 7 + 2FH ⇒ F = A = −2  ⇒   I�J, J, K). 

 LM -N=OPM�	 QRM S	T =MUV	W	T TM -NPX	W MW RW ORWXN SS	=	UN �	PV-MWXPN. 
 ZS �	PV-MWXPN MT MS ORWXN ��3, 3, 4). 

 
********** 

 
  



3º) Observación: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente 
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera. 
 

Calcule los siguientes límites:  	)  lim^→6_ �^�5^6��`&ab`ac .  �)  lim^→da � �̂& − �̂�. 

 
---------- 	)  

lim^→6_ �^�5^6��`&ab`ac = 1_ ⇒ �WUMX. XVON Wº M ⇒  lim^→6_ �^6��8^6� �`&ab`ac =  

 

= lim^→6_ �1 + �8^6��`&ab`ac = lim^→6_ f1 + �`a%gh i`&ab`ac = lim^→6_ f1 + �`a%gh i`a%gh · gh`a%·`&ab`ac =  

 

= lim^→6_ jf1 + �`a%gh i`a%gh k
gh`a%·`&ab`ac = j lim^→6_ f1 + �`a%gh i`a%gh k

gh`&gcb`&al`ac = M�8 = �mh.  
 
 �)  lim^→da � �̂& − �̂� = �d − �d = ∞ − ∞ ⇒ �WUMX. ⇒  lim^→da ��^^& = �da = +∞. 

 
********** 

 
 
  



4º) 	) Calcule la integral indefinida o Xp(? · U?. 
 �) De todas las primitivas de la función q�?) = Xp(?, encuentre la que pasa por el 

punto r �s9 , 1�. 

---------- 	)  
 Teniendo en cuenta que o�1 + Xp(?) · U? = Xp ?, puede hacerse lo siguiente: 
 
 o Xp(? · U? = o�1 + Xp(? − 1) · U? = o�1 + Xp(?) · U? − o U? = 
 = Xp ? − ? + �. 
 o Xp(? · U? = Xp ? − ? + �. 

 �)  
 Siendo ��?) = Xp ? − ? + �, tiene que cumplirse que ��tl� = 1: 

 
 Xp s9 − s9 + � = 1;   1 − s9 + � = 1 ⇒ ) = uK. 

 ��?) = Xp ? − ? + s9. 

 
********** 

  



OPCIÓN B 
 
1º) Observación: Los apartados 	) y �) de este ejercicio son absolutamente 
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera. 
 
Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple A2 = A. 
 	) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A2015. 
 �) Determine para qué valores de los parámetros ɑ y b la siguiente matriz es 

idempotente: � = � 	 −	 0−	 	 00 0 ��. 

---------- 	)  �(d�2 = �(d�9 · � = ��()�dd8 · � = ��dd8 · � = ��ddv = �. 
 �)  

�( = � · � = � 	 −	 0−	 	 00 0 �� � 	 −	 0−	 	 00 0 �� = � 2	( −2	( 0−2	( 2	( 00 0 �(�. 

 �( = � ⇒ 2	( = 	� = �( w   2	( − 	 = 0  �( − � = 0w    	�2	 − 1) = 0  ��� − 1) = 0H → x* = y; x+ = *+→ z* = y; z+ = *. 

 {	 =	XPVC � MT VUM=ONXMWXM O	P	 SNT O	PMT UM |	SNPMT �	, �) TVpRVMWPXMT: 

 �0, 0), �0, 1), �½, 0), �½, 1) 
 

********** 
 
  



2º) Observación: Los apartados 	) y �)  de este ejercicio son absolutamente 
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera. 
 

Considere la recta P ≡ ^��4 = }9 = ~�(2  y el plano � ≡ ? − 2B + C = −3: 

 	) Compruebe que la recta r es paralela al plano π y calcule la distancia entre ellos. 
 �) Determine la recta s que pasa por el punto P (1, 0, 2) y es perpendicular al plano π. 
Calcule la intersección de dicha recta con el plano π. 
 

---------- 	)  
 Una recta y un plano son paralelos cuando el vector director de la recta y es 
vector normal del plano son perpendiculares, es decir, cuando su producto escalar es 0. 
 
 Un vector director de la recta r es |�;;;< = �3, 4, 5) y un vector normal del plano � 
es W;< = �1, −2, 1). 
 |�;;;< · W;< = �3, 4, 5) · �1, −2, 1) = 3 − 8 + 5 = y. 
 �RMU	 -N=OPN�	UN QRM S	 PM-X P B MS OS	WN � TNW O	P	SMSNT. 

 
 La distancia de la recta r al plano π es la misma que la distancia de un punto de 
la recta al plano. Un punto de r es ��1, 0, 2). 
 

 La distancia de un punto a un plano es: U�r;  �) = |/^�60}�67~�6�|√/&60&67& : 

 

 U�P;  �) = U��;  �) = |�·��(·d6�·(64|��&6��()&6�& = |��d6(64|√�696� = |65|√5 = 5√5 = √6 RWVU	UMT. 

 �)  
 La recta s tiene como vector director al vector director del plano; su expresión 
dada por unas ecuaciones paramétricas es: 
 

T ≡ >? = 1 + AB = −2A  C = 2 + A. 

 
 El punto de intersección de la recta s con el plano π es la solución del sistema 
que forman: 
 

 

� ≡ ? − 2B + C = −3
            T ≡ >? = 1 + AB = −2A  C = 2 + A � ⇒ �1 + A) − 2�−2A) + �2 + A) = −3; 



1 + A + 4A + 2 + A = −3;   6A = −6 ⇒ � = −*. 
 ZS ORWXN UM VWXMPTM--VóW UMS OS	WN � -NW S	 PM-X	 P MT ��0, 2, 1). 

 
********** 

  



3º) Observación: Los apartados 	) y �) de este ejercicio son absolutamente 
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera. 
 
Calcule los máximos y mínimos de las siguientes funciones: 
 	)  q�?) = ? · {?, -NW ? > 0.   �)  p�?) = ^&m` , -NW ? ∈ �. 

 
---------- 

 
 Una función tiene un extremo relativo (máximo o mínimo) cuando se anula su 
primera derivada. Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda 
derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera, se trate de un mínimo 
relativo y, si es negativa, de un máximo relativo. 
 	)     

 q��?) = 1 · {? + ? · �̂ = 1 + {?. 

 

 q��?) = 0 ⇒  1 + {? = 0;   {? = −1 ⇒ � = *�. 

 

 q���?) = �̂   ⇒   q���%�� = �%� = M > 0  ⇒   �í���� ���x���� �x�x � = *�. 

 

 q�%�� = �m · { �m = �m · �{1 − {M) = �m · �0 − 1) = − �m  ⇒  .íW. ⇒ r ��m , − �m�. 

 �)    
 p��?) = (^·m`�^&·m`m&` = ^·m`·�(�^)m&` = ^·�(�^)m` = (^�^&m` . 

 

 p��?) = 0 ⇒  ^·�(�^)m` = 0;   ?�2 − ?) = 0 ⇒  �* = y, �+ = +. 

 

 p���?) = �(�(^)·m`�^·�(�^)·m`m&` = m`·�(�(^�(^6^&)m&` = ^&�9^6(m` . 

 

 p���0) = (m� = 2 > 0 ⇒ �í���� ���x���� �x�x � = y. 

 

 p�0) = dm� = d� = 0  ⇒   .íW. ⇒ ��0, 0). 

 

 p���2) = 9�v6(m& = �(m& < 0 ⇒ �á���� ���x���� �x�x � = +. 

 p�2) = (&m& = 9m&   ⇒   .á?. ⇒ � �2, 9m&�. 

 
********** 



4º) 	) Calcule la integral indefinida o { �1 + ?() · U?. 
 �) De todas las primitivas de la función q�?) = { �1 + ?(), encuentre la que pasa por 
el punto P (0, -2). 

---------- 	)  o { �1 + ?() · U? ⇒ ¢R = {�1 + ?() → UR = (^·£^�6^&U? = U| → | = ? ¤ ⇒  

 ⇒ ? · {�1 + ?() − o ? · (^·£^�6^& = ? · {�1 + ?() − 2 o ^&�6^& · U? =  

 = ? · {�1 + ?() − 2 o �6^&���6^& · U? = ? · {�1 + ?() − 2 o �6^&�6^& · U? + 2 o ��6^& U? =  

 = ? · {�1 + ?() − 2? + 2 · 	P- Xp ? + �. 

 �)  
 Siendo la función primitiva ��?) = ? · {�1 + ?() − 2? + 2 · 	P- Xp ? + �, 
tiene que cumplirse que ��0) = −2: 
 
 ��0) = 0 · {�1 + 0) − 0 + 2 · 	P- Xp 0 + � = ) = −+. 
 ��?) = ? · {�1 + ?() − 2? + 2 · 	P- Xp ? − 2 

 
********** 

 


