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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EIl alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se recomie
al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

OPCION A

sena cosa O
1°) Considere la siguiente matdz= | cosa —sena 0 |.

0 0 1
a) Calcule el determinante de A.

b) Calcule las potencias sucesiviEsA3, A* y A°. Calcule4?°1,

a)
sena cosa 0
|A] = |cosa —sena 0= —sen’x —cos?x = —1.
0 0 1
|A| = —1.
b)
sen«a cosa 0 sen«a cosa 0
A2=A-A=|cosa —-sena O0|-|cosa —sena 0]|=
0 0 1 0 0 1
sen’x + cos’x cosx-senx—senx-cosx 0
=|cosx-senx —senx-cosx cos?x + sen’x 0=
0 0 1
1 0 0
= A*’=(0 1 0]|=1I.
0 0 1
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A3=A%-A=1-A=A = A3 =A.

A*=A3 - A=A-A=A*=] = A* =1

A=A "A=1-A=1 = A° =1.

En general™ es igual que A o I, segun que n sea impar o par, respectivamente

A2016 - npar = A2016 =1.
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2°) Los punto$(1,1,1), Q(2,2,2) y R(1,3,3) son tres vértices consecutivos del si-
guiente paralelogramo: =) S

a) Calcule el area del paralelogramo.

b) Determine el cuarto vértice del paralelogramo.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:
PG=[Q-P]=1[(222)—(1,1,D]=(L11).
PR=[R-P]=[(1,33)—(1,1,1)] = (0,2,72).

El area del paralelogramo que determinan dos vectores linealmente independiel
tes es el modulo de su producto vectorial:

I TR A
Spors = |[PG X PR| = |[1 1 1| = |2i + 2k — 2i — 2| = |2j — 2k| =
0 2 2

=2-j—kl=2-{/12+(-1)2=2-V1+1 = 2V2.

SPQRS ::2\ﬂ22i2.

b)
SiendaS(x, y, z) tiene que sePQ = SK:

(LL,)=[R-S5]=[1,33)-(y,2)]=1—-x,3—y,3—2)=>

1=1-x->x=0
=>{1=3—y—>y=2} = 5(0,2,2).
1=3—-z—-2z=2
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2x

3°) Dada la funcidif (x) = e1++2, se pide
a) Estudie las asintotas de la graficgfde).

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremo:
relativos de la funcion.

a)
Asintotas verticales: son los valores finitos que hacen que la funcion valga méa
infinito 0 menos infinito.

2x

et+2? es finito Vx € R = f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: son de la forma k, siendok los valores finitos que
toma la funcién cuando x tiende a mas infinito o menos infinito:

2x
k= lim f(x)= lim e =e% =1,
x—>+oo x—>+oo

Larectay = 1 es asintota horizontal en + oo de la funcion.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontale:

b)
Una funcién es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivac
es positiva o0 negativa, respectivamente.

2x 2x

2-(14+x%)—2x-2x 242x%2-4x2 2-2x =X
. +x2 = . e1+x?,

/ _ 2 — Lrex TAx =
f'&) =—5a @z & (1+22)2

2Xx
Porse1 + x%)? > 0,Vvx € RyeiZ > 0,Vx € R, f'(x) es positiva 0 negativa
cuando lo sea la expresidn- 2x?:

2—-2x>=2(1-x>)=0>x;, = —-1,x, = 1.

Teniendo en cuenta qyi€x) es continua en su dominio, que es R, las raices de
la primera derivada dividen su dominio en tres intervalos alternativos de crecimiento \
decrecimiento. Para determinar los intervalos que son crecientes o decrecientes se
tudia un punto de uno de ellos, por ejemypte 0:

— o
(12+00)2 -e1t0 =2-1=2>0 - Creciente.

£1(0) =

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:



Crecimiento: f'(x) > 0= x € (—1,1).

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—oo0,—1) U (1, +0).

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo para los valores de x que
anulan la primera derivada; para diferenciar los maximos de los minimos se recurre
la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada
trata de un minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

No obstante lo anterior y debido a la complejidad de la segunda derivada, s
deducen los maximos y minimos por los periodos de crecimiento y decrecimiento.

Minimo relativo para x = —1 y maximo relativo para x = 1.

f(-1) =erri=e 1= i = Minimo obsoluto: A (—1,;).

2
f(1) = er+1 = el = e = Maximo obsoluto: B(1,e).
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4°) a) Calcule la siguiente integral indefinida= f x)z ~dx.
e* 1
b) Determine el valor de > 0 para quef 0 Grer? dx = "
a)
e =t
— e” . ex-dx=dt t E— _1 . =
I'= f(1+ex)2 dx = dt = f(1+t)2 t f(1+t)2 dt
dx = T
= [1+0)2 -dt= (1“)_ +C=——+C.
1+t
e* 1
I'= f(1+ex)2 Hdx = — 1+e* +C
b)
Teniendo en cuenta la solucion del apartado anterior:
a e* 1 1 1% 1 119 1 1 1 1
fo (1+e%)2 dx = i [_ 1+ex]0 4’ [1+ex]a T4’ 1+e0 1+ed 4’
1 1 1

1 1 1 1 1

1
= = ; == =>4=1+¢e% e°
4  1+e?’ 4  1+4e° !

141 1+e2 4’ 2  1+e* 4

a = L3.
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OPCION B

X y z
1°) Sabiendoqu)d 0 1| = 2, calcule razonadamente los siguientes determinantes:
2 4 6
3 0 1 2+x 4+y 6+z2
a)|3x 2y z|. b)[3x—-1 3y 3z-1].
6 8 6 1 0 1
a)
3 0 1 1 0 1 X y z
3x 2y z[=3:-2:|x y z|=-6-[1 0 1|=-6-2=-12.
6 8 6 2 4 6 2 4 6
b)
24+x 44y 6+z 2+x 4+4+y 6+2z
3x—1 3y 3z—-1|=|13x—1 3y+0 3z-1|=
1 0 1 1+0 040 140
2 4 6 X 'y z 2 4 6
=[3x 3y 3z[+[-1 0 —-1|=3-|x y z[=3-2=6
1 0 1 0O 0 O 1 0 1

En la realizacion de los dos apartados del ejercicio se han utilizado las siguiente
propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en di
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elem
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor
cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

43 - Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o divide
por un nimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.

52 - Sj se rotan las lineas de un determinante no cambia su valor
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2°) Considere el plarm que pasa por el pun®(2,0, 1) y tiene como vectores direc-

tores a los vectores = (1,0,2) y w = (0,1, —2). Considere la recta dada por la

./ _Xx y+1 z
expresionr = - =-——=-,
2 3 1

a) Estudie la posicion relativa dey r.

b) Calcule la ecuacion de la restgue pasa por el pun®(—1,0,—2), es paralela a
m y perpendicular a.

a)

La expresion general del plances la siguiente:

x—2 vy z-—1
n(P; v,w)=| 1 0 2 |=0; (z—=1)—2(x—2)+ 2y =0;
0 1 -2

z—1—-2x+4+2y > n=2x—-2y—z—3=0.

., _x y+1 z o . ;. . . .
La expresion de = > = = = 7 bor unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

_[3x=2y+2 . _(3x—2y—2=0
r_{ y =2y omejor.r_{x_zzzo :
3x —2y =2
La rectar y el planor determinan el sistema x —2z = 0}.
2x —2y—z=3

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
3 =2 0 3 =2 0 2
M=1 0 =-2)yM=(1 0 -2 0]
2 -2 -1 2 -2 -1 3
Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

3 -2 0
RangM= |1 0 -2(=8-12-2=-6+#0 = RangM = 3.
2 -2 -1

Larectary el plano m son secantes.




b)
El vector director de, por ser paralela al plang es perpendicular a su vector
normal, que eg = (2,-2,—1).

También, el vector director depor ser perpendicularratiene que ser perpen-
dicular a su vector director, que®s= (2,3, 1).

Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmer
dependiente del producto vectorial de estos dos vectores:

ik
2 3 1

=i—4j + 10k = 7, = (1,—4,10).

La expresion de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es:

x=-1+2
SE{y=—4/1 :
z=-—2+4+101
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a+L(1—x) si x<0,

39 Considere la funcién dada pgdix ={ :
) ) x2-e™* si x>0

a) Calcule lim f(x)y lim f(x).
X——00 X—+00

b) Determine el valor de para que la funcidén sea continua en todo R.

a)
xl_i)r_noof(x) = xl_i)r_noo[a + L(1 —x)] = Loo = 400,

2 o0
lim f(x) = lim (x?-e™*) = lim x—x = — = Indet.= {L'Hopital} =
x—+00 X—+00 xX—>+oo e ©o

= lim 2—§ =2 = Indet.= {L'Hopital} = lim ix =2=0.
x—+oo e co xX—+oo € 0 4
b)
La funcidnf (x) es continua eRVa € R. Se trata de determinar los valores de
a para que sea derivable en su punto critico0.

Para que la funcién sea continua en un punto es necesario que sus limites late
les en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) :chi_r)%[a+L(1—x)] =a+0=a

xl‘fo_ M =a=0.
lim f(x) =lim==-=f(0)=0

La funcion f(x) es continuaen x = 0 para a = 0.
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4°) q) Calcule la siguiente integral indefinida= fx::rl - dx.

b) Obtenga una primitiva (x) de la funciénf (x) = x:ﬂl que cumpla la condicién
F(0) = 2.

a)

x3+x+1 x34+x 1 1
I_f x2+1 .dx_f(x2+1+x2+1).dx_f(x+x2+1).dx_

2
=fx-dx+fx21+1-dx=x7+arctagx+C.
I—fx3+x+1-dx—x—2+arcta x+C
Y x%+1 2 g '
b)

Teniendo en cuenta la solucion del apartado anterior:

x3+x+1
x2+1

2
Flx)=] dx=x?+arctagx+C.
F(0O)=2=>0+4+arctag0+C=2; 0+C=2=>C=2.

2
F(x)=x7+arctagx+2.
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