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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberá responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No está permitido utilizar calculadoras programa-
bles ni que realicen cálculo simbólico, integrales o gráficas. No es necesario responder 
a las cuestiones en el mismo orden en que están enunciadas. Antes bien, se recomienda 
al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten más sencillas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Considere la siguiente matriz � = ���� � cos � 0cos � −��� � 00 0 1�. 

�) Calcule el determinante de A. 
 �) Calcule las potencias sucesivas ��, ��, �� � ��. Calcule �����. 
 

---------- �)  

 |�| = ���� � cos � 0cos � −��� � 00 0 1� = −����� − � ��� = −1. 

 |�| = −1. 
 �)  

�� = � · � = ���� � cos � 0cos � −��� � 00 0 1� · ���� � cos � 0cos � −��� � 00 0 1� =  

 

= � ����� + � ��� cos � · ��� � − ��� � · cos � 0cos � · ��� � − ��� � · cos � � ��� + ����� 00 0 1� ⇒  

 

⇒  �� = �1 0 00 1 00 0 1� = $. 
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 �� = �� · � = $ · � = � ⇒  �� = �. 
 
 �� = �� · � = � · � = �� = $ ⇒  �� = $. 
 
 �� = �� · � = $ · � = $ ⇒  �� = $. 
 
 
 En general �% es igual que A o I, según que n sea impar o par, respectivamente. 
 ����� → � '�( ⇒  ����� = $. 

 
********** 
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2º) Los puntos )*1, 1, 1), +*2, 2, 2) y -*1, 3, 3) son tres vértices consecutivos del si-
guiente paralelogramo: 
 �) Calcule el área del paralelogramo. 
 �) Determine el cuarto vértice del paralelogramo. 
 

---------- �)   
 Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores: 
 
 )+/////⃗ = 1+ − )2 = 1*2, 2, 2) − *1, 1, 1)2 = *1, 1, 1). 
 
 )-/////⃗ = 1- − )2 = 1*1, 3, 3) − *1, 1, 1)2 = *0, 2, 2). 
 

El área del paralelogramo que determinan dos vectores linealmente independien-
tes es el módulo de su producto vectorial: 
 

 34567 = 8)+/////⃗ × )-/////⃗ 8 = :; < =1 1 10 2 2: = |2; + 2= − 2; − 2<| = |2< − 2=| = 

 = 2 · |< − =| = 2 · >1� + *−1)� = 2 · √1 + 1 = 2√2. 
 34567 = 2√2 @�. 

 �)   
 Siendo 3*�, �, A) tiene que ser )+/////⃗ = 3-/////⃗ : 
 
 *1, 1, 1) = 1- − 32 = 1*1, 3, 3) − *�, �, A)2 = *1 − �, 3 − �, 3 − A) ⇒ 
 

⇒ B1 = 1 − � → � = 01 = 3 − � → � = 21 = 3 − A → A = 2C   ⇒   3*0, 2, 2). 

 
********** 
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3º) Dada la función D*�) = � EFGHFE, se pide 
 �) Estudie las asíntotas de la gráfica de D*�). 
 �) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como los extremos 
relativos de la función. 

---------- �)  
Asíntotas verticales: son los valores finitos que hacen que la función valga más 

infinito o menos infinito. 
 

 � EFGHFE �� D;�;I  ∀� ∈ - ⇒  D*�) �  I;��� ��í�I I�� M�(I;��N��. 

 
Asíntotas horizontales: son de la forma � = =, siendo = los valores finitos que 

toma la función cuando x tiende a más infinito o menos infinito: 
 

 = = limR→±T D*�) = limR→±T � EFGHFE = �� = 1. 

 U� (��I� � = 1 �� ��í�I I� ℎ (;A �I�N �� ± ∞ X� N� D@��;ó�. 

 
 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 �)  
 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada 
es positiva o negativa, respectivamente. 
 

 DZ*�) = �·*�[RE)\�R·�R*�[RE)E · � EFGHFE = �[�RE\�RE
*�[RE)E · � EFGHFE = �\�RE

*�[RE)E · � EFGHFE. 

 

 Por ser *1 + ��)� > 0, ∀� ∈ - y � EFGHFE > 0, ∀� ∈ -, DZ*�) es positiva o negativa 
cuando lo sea la expresión 2 − 2��: 
 
 2 − 2�� = 2*1 − ��) = 0 ⇒ �� = −1, �� = 1. 
 
 Teniendo en cuenta que D*�) es continua en su dominio, que es R, las raíces de 
la primera derivada dividen su dominio en tres intervalos alternativos de crecimiento y 
decrecimiento. Para determinar los intervalos que son crecientes o decrecientes se es-
tudia un punto de uno de ellos, por ejemplo � = 0: 
 

 DZ*0) = �\�*�[�)E · � ^GH^ = 2 · 1 = 2 > 0 → _(��;��I�. 

 
Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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_(��;`;��I : DZ*�) > 0 ⇒ � ∈ *−1, 1). 

 b��(��;`;��I : DZ*�) < 0 ⇒ � ∈ *−∞, −1) ∪ *1, +∞). 

 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores de x que 
anulan la primera derivada; para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a 
la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se 
trata de un mínimo relativo y, si es negativa, de un máximo relativo. 
 
 No obstante lo anterior y debido a la complejidad de la segunda derivada, se 
deducen los máximos y mínimos por los periodos de crecimiento y decrecimiento. 
 
 eí�;`  (�N�I;M  '�(� � = −1 � `á�;`  (�N�I;M  '�(� � = 1. 
 D*−1) = � gEGHG = �\� = �h  ⇒  eí�;`   �� N@I : � i−1, �hj. 

  D*1) = � EGHG = �� = � ⇒  eá�;`   �� N@I : k*1, �). 
  

********** 
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4º) �) Calcule la siguiente integral indefinida $ = l hF
*�[hF)E · X�. 

 �) Determine el valor de � > 0 para que l hF
*�[hF)E · X�m� = ��. 

 
---------- �)  

$ = l hF
*�[hF)E · X� ⇒ n �R = I�R · X� = XIX� = opp

q ⇒ l p*�[p)E · opp = l �*�[p)E · XI =  

 = l*1 + I)\� · XI = *�[p)gG
\� + _ = − ��[p + _. 

 $ = l hF
*�[hF)E · X� = − ��[hF + _. 

 �)  
 Teniendo en cuenta la solución del apartado anterior: 
 l hF

*�[hF)E · X�m� = �� ⇒ r− ��[hFs�
m = �� ;   r ��[hFsm

� = �� ;   ��[h^ − ��[hu = �� ;  
 ��[� − ��[hu = �� ;   �� − ��[hu = �� ;   �� − �� = ��[hu ;   �� = ��[hu ⇒ 4 = 1 + �m;   �m = 3 ⇒  

 � = U3. 
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Sabiendo que w� � A1 0 12 4 6w = 2, calcule razonadamente los siguientes determinantes: 

 

�) � 3 0 13� 2� A6 8 6�.  �) � 2 + � 4 + � 6 + A3� − 1 3� 3A − 11 0 1 �. 
 

---------- �)  

 � 3 0 13� 2� A6 8 6� = 3 · 2 · �1 0 1� � A2 4 6� = −6 · w� � A1 0 12 4 6w = −6 · 2 = −12.  

 �)  

� 2 + � 4 + � 6 + A3� − 1 3� 3A − 11 0 1 � = � 2 + � 4 + � 6 + A3� − 1 3� + 0 3A − 11 + 0 0 + 0 1 + 0 � =  

 

= � 2 4 63� 3� 3A1 0 1 � + w � � A−1 0 −10 0 0 w = 3 · �2 4 6� � A1 0 1� = 3 · 2 = 6. 

 
 En la realización de los dos apartados del ejercicio se han utilizado las siguientes 
propiedades de los determinantes: 
 
1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 
línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial. 
 
2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 
cero. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 
 
4ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen 
por un número su valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 
 
5ª.- Si se rotan las líneas de un determinante no cambia su valor 
 

********** 
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2º) Considere el plano z que pasa por el punto )*2, 0, 1) y tiene como vectores direc-
tores a los vectores M⃗ = *1, 0, 2) y {//⃗ = *0, 1, −2). Considere la recta ( dada por la 

expresión ( ≡ R� = }[�� = ~�. 

 �) Estudie la posición relativa de z � (. 
 �) Calcule la ecuación de la recta � que pasa por el punto +*−1, 0, −2), es paralela a z y perpendicular a (. 

---------- �)  
 La expresión general del plano z es la siguiente: 
 

 z*); M⃗, {//⃗ ) ≡ �� − 2 � A − 11 0 20 1 −2 � = 0;  *A − 1) − 2*� − 2) + 2� = 0; 
 A − 1 − 2� + 4 + 2� ⇒  z ≡ 2� − 2� − A − 3 = 0. 
 

 La expresión de ( ≡ R� = }[�� = ~� por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

 

 ( ≡ �3� = 2� + 2� = 2A  o mejor: ( ≡ �3� − 2� − 2 = 0� − 2A = 0          . 
 

 La recta ( y el plano z determinan el sistema 
       3� − 2� = 2          � − 2A = 02� − 2� − A = 3C. 

 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 e = �3 −2 01 0 −22 −2 −1� y eZ = �3 −2 01 0 −22 −2 −1     203�. 

 
 Según sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 
 
1. --  Rango M = Rango M’ = 2  ⇛ La recta está contenida en el plano. 
 
2. --  Rango M =2, Rango M’ = 3  ⇛ La recta es paralela al plano. 
 
3. --  Rango M = Rango M’ = 3  ⇛ La recta es secante al plano. 
 

 -��� e ⇒  �3 −2 01 0 −22 −2 −1� = 8 − 12 − 2 = −6 ≠ 0 ⇒ -��� e = 3. 

 U� (��I� ( � �N 'N��  z � � �����I��. 
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�)  
 El vector director de �, por ser paralela al plano z, es perpendicular a su vector 
normal, que es �/⃗ = *2, −2, −1). 
 
 También, el vector director de �, por ser perpendicular a (, tiene que ser perpen-
dicular a su vector director, que es M�///⃗ = *2, 3, 1). 
 
 Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente 
dependiente del producto vectorial de estos dos vectores: 
 

 M�///⃗ = *�/⃗ ∧ M�///⃗ ) = �; < =2 −2 −12 3 1 � = −2; − 2< + 6= + 4= + 3; − 2< = 

 = ; − 4< + 10= ⇒  M�///⃗ = *1, −4, 10). 
 
 La expresión de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es: 
 

� ≡ B� = −1 + �     � = −4�          A = −2 + 10�. 

 
********** 
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3º) Considere la función dada por D*�) = �� + U*1 − �)  �;  � < 0    �� · �\R   �;   � ≥ 0 : 

 �) Calcule limR→\T D*�) y limR→[T D*�). 
 �) Determine el valor de � para que la función sea continua en todo R. 
 

---------- �)  limR→\T D*�) = limR→\T1� + U*1 − �)2 = U∞ = +∞. 

 limR→[T D*�) = limR→[T*�� · �\R) = limR→[T RE
hF = TT ⇒ $�X�I. ⇒ �U′� ';I�N� ⇒  

 ⇒ limR→[T �RhF = TT ⇒ $�X�I. ⇒ �U′� ';I�N� ⇒ limR→[T �hF = �T = 0. 

 �)  
 La función D*�) es continua en -∀� ∈ -. Se trata de determinar los valores de � para que sea derivable en su punto crítico � = 0. 
 
 Para que la función sea continua en un punto es necesario que sus límites latera-
les en ese punto sean iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 limR→�g D*�) = limR→�1� + U*1 − �)2 = � + 0 = �

limR→�H D*�) = limR→� RE
hF = �� = D*0) = 0                 q ⇒ � = 0. 

 U� D@��;ó� D*�) �� � �I;�@� �� � = 0 '�(� � = 0. 

 
********** 
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4º) �) Calcule la siguiente integral indefinida: $ = l R�[R[�RE[� · X�. 

 �) Obtenga una primitiva �*�) de la función D*�) = R�[R[�RE[�  que cumpla la condición �*0) = 2. 
---------- �)  $ = l R�[R[�RE[� · X� = l iR�[RRE[� + �RE[�j · X� = l i� + �RE[�j · X� =  

 = l � · X� + l �RE[� · X� = RE
� + �(� I�� � + _. 

 $ = l R�[R[�RE[� · X� = RE
� + �(� I�� � + _. 

 �)  
 Teniendo en cuenta la solución del apartado anterior: 
 �*�) = l R�[R[�RE[� · X� = RE

� + �(� I�� � + _. 

 
 �*0) = 2 ⇒ 0 + �(� I�� 0 + _ = 2;   0 + _ = 2 ⇒ _ = 2. 

 �*�) = RE
� + �(� I�� � + 2. 

 
********** 
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