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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera respamal todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta ponitilizar calculadoras programa-
bles ni que realicen célculo simbdlico, integralegéaficas. No es necesario responder
a las cuestiones en el mismo orden en que estéiadas. Antes bien, se recomienda
al alumno que empiece por aquellas cuestioneseguesliiten mas sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matricés= (i ;L) yB = (:g (1))

a) Compruebe que las matrices A y B son regularesv@rtibles) y calcule sus co-
rrespondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuaciionX - B = A + B.

a)

Una matriz es regular o invertible cuando su detente es distinto de cero.

|A| = |i ;L =6—4=2+0= Lamatriz A es invertible.

La inversa de A se obtiene por el método de Gaursad.

2 41 O 1 310 1
am=(1 3y 1)=2Eor=(G 3] o= E-RE-2r}=

1 310 1 1 1 3/0 1
1 0|z —2 a3 2 _1 73 -4
:)<0 1|1 1>:>A a1 =2 (01 )
|B| = |:§ (1)| =0+ 2 =2+ 0= Lamatriz B es invertible.
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b)

I -

La inversa de B se obtiene por la adjunta de fptrasta.

B=(7 ) Avden=(; T

B—l

_ Adj.de B! G 23 L og1ol. (0 —1)
. .

|B| -T2 2 =2

A-X-B=A+B=S; A A1.“.A-X-B-B'=4"1.5.B7%;

IJ=A"1.5-B1 = X=41.5.B71,

s=ase=( H+(3Z =% D

veasm -2 (G D6 -

(G DE DHE D

=36 o)
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2°) Considere la rectaque pasa por los puntd$1,1,1) y B(3,3,4) y la rectas cuyo
vector director es, = (—1,3,1) y pasa por el punt6(4, 0, 3).

a) Determine las ecuaciones continuas ges.

b) Estudie la posicion relativa dey s.

a)

Los puntos Ay B determinan el VectoB, qgue es director de la recata

R

AB=v,=[B—-A]=1(@3,3,4)—-(1,1,1] =(2,2,3).

Las expresiones de las rectas pedidas expresadasysriones parameétricas
son las siguientes:

x=1+421 xX=4—-u
rE{y=1+2/1 ysz{yzSy
z=1+ 32 z=3+u

b)

Los vectores directores de las reetgss son linealmente independientes por no
tener proporcionales sus componentes, por lo ousd, cortan o se cruzan. Para dife-
renciar el caso se determina un veetague tiene como origen el punto A de r y como
extremo el punto C de s; es el siguiente:

Ww=A4C=[C-4]=[(40,3) - (1,1, D] = (3,—-1,2).

Segun gue los vectores, v, y w sean coplanarios o no, las rectas r y s se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoregv, ,v,, w} son coplanarios cuando su rango es menor queeses,
decir, cuando es cero el determinante de la mgiezforman:

2 2 3
Rang {v, ,vs,w}=>|-1 3 1|=124+3+6—-27+2+4=0.
3 -1 2

Rang {v; ,v,,w} < 3 = Las rectasry s se cortan en un punto.

kkkkkkkkkk



x—-1

CaNX
39) Calcule los siguientes limites) lim (x—é) . b) lim (E_x_11)
X—+ 00

a)
: x—1\* . x+3-4\* . -4\*
lim (—) = 1% = Indet. n%e = lim ( ) = lim (1+—) =
x—+o00 \x+3 x—>+o00 \ x+3 x—+00 x+3
x+3 4
1 X 1 X T4 x+3
= lim (14+5=| = lim {1+ &= =
X—+00 = x>+ =
—4 —4
—4 —4x
x_+3 x x+3 xX+3 x+3
1\ 1\~ lim —2*
= lim 1+ x+3 = lim 1+ %53 = @x—>+00 X+3 = 3_4_
X—>+00 - X—+0oo >

) x—1\* _ 1
lim ( ) =e 4t =—,
x—>+o00 \x+3

b)
. 1 1 1 1 1 1 x—1—-Lx
llm(———)z———:-—-—oo o0 = Indet.= lim———— =
x—1 \Lx x-1 L1 1-1 0O ©0 x—1 (x—1)Lx
1-1-L1 1-1-0 —0— =
= = = - => Indet.= {L'Hopital} = lim ———*— = lim —%—= =
(1-1L1 0-0 x—1 1-Lx+(x— 1)— x—>1 Lx+=—
x—1 1-1 -0
= = - => Indet.= {L'Hopital} = lim———— =
x—11-Lx+x- +1 0

— lim —
x—>1xLx+x 1 1-0+1-1

11 1 1
>

lim =
X1 Lx+14+1  L1+2 042

. 1 1 1
lim(———) =-.
xo1 \Lx  x—1 2
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cos x-sen’x

4°) a) Calcule la siguiente integral indefinidla= [ dx.

1+sen?x

cos x-sen’x

. .y ., A _
b) Obtenga una primitivel(x) de la funmonm que cumpla qué (5) = 1.

a)

dt =

1+sen?x

cos x-sen?x senx =t t2 1+t2-1
| = [Lsxsenx g :{Cosx-dx=dt}:>f1+t2'dt_f i

=f(l—ljtz)-dtzt—arctagt+6=Senx—arctag (senx) + C.

. 2
= [ 2. dx = senx — arc tag (senx) + C.

1+sen?x

b)

e

F(x)=f%-dx=senx—arctag(senx)+€.

F(3)=1=senZ—arctag (sen2)+C=1; 1—arctagl+C=1=
>) = sen ——arc tag (sen - =1; arc tag =

:C:arctaglzg.

F(x) =senx —arctag (senx) + %.

kkkkkkkkkk



59 En un colegio se imparten, como primer idiomglés, aleman y francés. El 65 %
de los alumnos estudian inglés, el 20 % alemanrgab francés. La asignatura de
robdtica es optativa y la elige el 30 % de los alasnde inglés, el 50 % de los que
estudian aleméan y el 70 % de los que cursan fraBesslige un alumno al azar. ¢, Cuél

es la probabilidad de que estudie robdtica?

- P =0,20-0,5=0,100

- P=0,20-05=0,100

- P=0,15-0,7=0,105

~»5 P =0,15-0,3 = 0,045

P=P(R)=PU)-P(R/I)+P(A)-P(R/A) +P(F)-P(R/F) =
=0,65-03+0,20-05+0,15-0,7=0,195+ 0,100 + 0,105 = 0,400.
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OPCION B

ax+2y+z=1

1°) Considere el sistema de ecuacio{rve& 2ay +z = 2 en funcion del parametro
x+2y+az=-3

reala:

a) Determine para qué valores del pardmeteb sistema tiene solucidon unica. No hay
que resolverlo.

b) Determine para qué valor del parametrel sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valor del parametrel sistema no tiene solucion.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas delmst®on las siguientes:
a 2 1 a 2 1 1
M=|1 2a 1|yM =1 2a 1 2 |
1 2 a 1 2 a -3
El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
a 2 1
IM|=|1 2a 1|=2a®+2+2—-2a—-2a—2a=2a%—6a+4=
1 2 a
=2@*—-3a+2)=0; a>—-3a+2=0; a=3i29_8=3§1=> a, =1,a, = 2.
a#1 _ P 0
Para {a 4 2} = Rang M = Rang M" = 3 = n®incog.=> S.C.D.
El sistema tiene solucioén Gnica Va € R — {1, 2}.
b) c)
1 2 1 1
Paraa=1=>M'=(1 2 1 2 |=RangM' =2.
1 2 1 -3

Paraa=1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

2 2 1 1
Paraa=2=>M’=<1 4 1 2)=>RangM’=>{Cl,C2,Cg}:
1 2 2 -3



2 2 1
1 4 2|(=-244+2+4-4-84+6=—-24+*0=> RangM' =3,
1 2 -3

Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

El sistema no tiene solucion paraa =1y para a = 2.

No existen valores de a para que el sistema tenga infinitas soluciones.
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2°) Considere los punteq1,1,1), B(1,—1,0) y C(0,—2,1).
a) Calcule el area del triangulo ABC.

b) Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiersuddormas) contenidas en el plano
que forman A, B y C que, pasando por A, es pergetatial lado BC.

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vesto
AB=[B-A4]1=[(1,-1,0)— (1,1, 1] = (0,-2,—1).
AC =[C—-A]=[(0,-2,1) — (1,1, 1)] = (—1,-3,0).

El area del triangulo que determinan tres puntoslimeados es la mitad del
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan los puntos:

o i j ok i j ok
SABC=E-|AB><AC|=— 0 -2 —1fl==-]lo0 2 1| =
-1 -3 0 1 3 0

1 . . 1 . . 1
=E'|]—2k—31|=E'|—3l+j—2k| =E'\/(—3)2+12+(—2)2=

&‘

= I+ I+a="Tul

b)
El planoa que contiene a los puntos A, B y C es el siguiente

o x—1 y—1 z-1
a(4; AB,AC)=| 0 -2 —-1|=0;

-1 -3 0
y—-1)-2(z—1)—3(x—-1)=0; y—1-2z+2—-3x+3=0=>
>y—22—3x+4=0; -3x+y—2z2+4=0;, a=3x—y+2z—4=0.

Los puntos B y C determinan el vector:

CB=[B-C]=[(1,-1,0)—(0,—2,1)] =(1,1,-1).

El haz de plano8 perpendiculares a la recta que pasa por By € lsesiguiente
expresion generaB =x+y—z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punté(1,1,1) es



el que satisface su ecuacion:

ﬁzx+y—z+D=0} Al _ _
A(11,1) >14+41-1+D=0; 1+D=0=>D=-1=
>y=x+y—z—1=0.

La rectar pedida es la que forman los plamog y al cortarse:

:{Bx—y+22—4=0
" (x+ty—-z—-1=0 °

Otra forma de expresion dees, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas:

_(3x—y+2z—4=0 ., —y+2z=4-31 e aa
r={x+y_z_1:0 S x =2 y—z=1—/1}:>z_5 42
y=z+1—-1=5-41+1-1=6—-51.
x=A
r={y =6—51.

z=5—4A

kkkkkkkkkk



3°) Dada la funciéif (x) = x - e, se pide:

a) Calcular lim f(x).
X—+co

b) Determinar los intervalos de crecimiento y deecngento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

a)
. s R N T , .
xETmf(x) = x1—1>£-nm(x e ) xl_ljrnoo el Indet.= {L'Hopital} =
= llm ! 5 = l = 0
x—+o0 2x-e* 00
} —x? _
xl—1>£-nm(x € ) 0.
b)
Flx)=1-e™ +x-(=2x)-e* =e* (1 —2x2).
2 1
fl@)=0=e™(1-22%)=0; 1-2x*=0; 22> =1; 2 = =
= xl - ﬁ;xz = E

Teniendo en cuenta qyi¢x) = x - e~*" es continua en R por estar compuesta
por el producto de dos funciones continuas, lagsaile su primera derivada dividen

su dominio en los intervalc(s—oo, —‘/2—7)(—‘/;‘/;) y (‘/2—E +oo) donde su valor es,

alternativamente, positivo y negativo. Considerampado ejemplo, el valat = 0 es
f'(0)=e’1-0)=1>0.

De lo anterior se deducen los periodos de crentmigdecrecimiento de la fun-
cion, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) >0=>x € (—g,g)

Decrecimiento: f'(x) < 0=>x € (—00, —\/2—5) U (\/2—5, +00).

De la continuidad de la funcion y de los periodesrecimiento se deducen los
extremos relativos asi como si son maximo o minjmosobstante se determinan a
través de la segunda derivada.

La condicidn necesaria para que una funcién tengauremo relativo es que se



anule su primera derivada. Para diferenciar loamm@scde los minimos se recurre a la
segunda derivada: seguin que sea negativa 0 pogénaalos valores que anulan la
primera derivada se trata de un maximo o de unnmainiespectivamente.

flx)=—=2x-e™ - (1—2x2)+e ™ (—4x) = —2x-e ¥ (1 —2x2 +2) =

= —2x-e7* - (3 = 2x2).

1
i V2\ _— 5 5. _ _ii i i —_\/_E
f (_7)—\/2 e z2-(3—-1)= G > 0 = Minimo relativo para x = =
@ _ vz - N2 _ vz e op (Y2 _V2e
f(_7)_ e E= o= = Mlmmo.P( ~ 2e)'

Teniendo en cuenta quféx) es simétrica con respecto al origen por cumplirse
quef(—x) = —f(x):

Maximo: Q (\/Z—E,E)

2e
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o . . . . L(1+x?)
4°) Calcule la siguiente integral indefinida= [ = ~dx.

_ 2 _ 2X
- x2 : 1 1 :
dU=F'dX—>U=——
2 . _l —_ _l.z_x. =_1+x . 1 —
= L(1+x?) ( x) J—2o5dx —+2- [ -dx

2
tak +2-arctagx + C.

X

2 2
I=fL(1;zx)-dx=—1;x +2-arctagx + C.

kkkkkkkkkk



50) Sean A y B dos sucesos aleatorios tales R#) = %,P(B) = 1—70,P(Z NB) =

%. Calcule:P(AU B),P(An B) y P(B/A). (Donde, si C y D son sucesbslenota el

suceso complementario de @¢C /D) denota la probabilidad del suceso C condicio-
nada al suceso D).

P(AnB)=1-P(AUB).

- 5 1 9
P(AUB)=1-P(ANB)=1-—=—

[
I
I

o

O

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

P(AﬂB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=§+£—i=§—i—ﬂ:

10 5 10 10

_ 3 2
P(BNA) _ P(A)-P(ANB) _ 575 _ 1 _ 0.2

P(B/A) - P(4) P(4) % 5

BNA=A—-(ANB)

kkkkkkkkkk



