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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera respamal todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta ponitilizar calculadoras programa-
bles ni que realicen célculo simbdlico, integralegéaficas. No es necesario responder
a las cuestiones en el mismo orden en que estéiadas. Antes bien, se recomienda
al alumno que empiece por aquellas cuestioneseguesliiten mas sencillas.

OPCION A

1°) Considere la matriz = (_32 _12)

a) Compruebe que la matizes regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) Determine la matriX que cumple la ecuaciéhX = A + A?, dondeA’ es la matriz
traspuesta d4.

a)
|A| = |_32 _12| =4—-3=1+*0 = Lamatriz A es invertible. C. g. C.
-3 men(2 e )

b)

AX=A+A5 A1 A-X=A"1-(A4+A4); [ -X=A"1-(A+A) >

> X=A"1-(4+4).
AtA = (_32 —12) + (_12 —32) - (_44 —44)'

x=aturar=(5 o) (5 =G Z)=+G )
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2°) Calcule los siguientes limites:

@) lim (Va2 +2 —VxZ - 2). b) lim H 2R,

xX—-+o x—0

a)
lim (Vx2+2—Vx2—2) = o0 — o0 = Indet.=

X—+00

257\ x2 2 2_ 212) _ (Vx2=2)°
= lim (Vx2+2—Vx2-2)(Vx2+2+Vx 2)= lim (Vx2+2) -(Vx2-2) _

xX—+oo Vx2+2+vVx2-2 x—+00 VxZ+2+Vx2-2

— lim x2+2-(x%-2) lim x?+2-x%+2 lim 4 .
x—+00 VX242+Vx2-2 x—+00 VX24+24+Vx2-2 x—+oo VX2+4+2+Vx2-2 00+ 00 0

lim (Vx2+2—-+vx2-2)=0.

X—+00

b)
. L(cosx+senx) L(cos0+sen 0) L(1+0) 0 .
lim = = = - = Indet.> {L'Hopital} =
x—0 x 0 0 0
—sen x+cosx 0 0 0+1 1
- cosxtsenx . —senx+cosx —sen0+cos -0+
= |im =<esxtsenx — |im — = =-=1.
x—0 1 x—0 Ccosx+senx cos 0+sen 0 140 1
. L(cosx+senx)
lim———=1.
x—0 X
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3% a) Calcule la siguiente integral indefinida= [ sen x - e“°S* - dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el @€, las rectas verticales= 0y
_ I A i A _ cosx
xX=2y la grafica de la funciofi(x) = senx - e :

a)
_ . ,COSX . cosx =t _ t, — __,COSX
I=[senx-e dx:}{senx-dx=—dt}:> [et-dt =—e®s* +C.
I=[senx-e®*.dx =—e®S* +(,
b)

En el intervalo(O, g) todas las ordenadas de la funcfix) = sen x - e“°s*
son positivas, por lo cual la superficie a calcekta siguiente:

S=[2f(x)-dx = [2(senx-e®¥) dx = [-e®5¥]2 = [e®¥]z =
2

Vs
cos0 __ ,COs>

=e e 2 =el —e0=¢—1.

S=(e—1)u?
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2x—y+3z=3
+3y+5z=17"

4°) Considere las rectass { xT_S

a) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) Determine la ecuacion (en cualquiera de sus forehlsplanor que contiene a
ambas rectas.

a)

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

{Zx—y+3Z:3: _/1=>2x—y 3—3/1} 2x+y——3+3/1}
x+3y+5z2=1"7""" x4+3y=1-51 2x+ 6y =2 — 101

S7y=-1-T1=y=->-4 x+3-(—§—/1)=1—5/1;

x—— 21
x—2-31=1-5k x="—21=>r= :_;—,1 = 7 =(-2-11).

z=A

S

X5 _Y_ Z — _ _
T—I— 1$US—(2,1, 1)

Las componentes dg y v, son proporcionales.

Queda comprobado que las rectas r y s son paralelas.

b)
Un punto de- esP (1—70 —%, 0). Un punto de esQ(5,0,0).

P=10-r1=[0G0.0) - (2.-10) = (2.10)
Vectores directores del plano sah= (2,1,—1) y w = 7P0 = (25, 1,0).
x—5 y z
n(@QvswW)=| 2 1 —-1|=0;
25 1 0

—25y+2z—-25z2+(x—-5)=0; x—-5—-25y—-23z=0=>

> nm=x—25y—23z—-5=0.
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59 En una clase hay 40 estudiantes, de los cB&lssn chicas y el resto son chicos.
Ademas, 30 estudiantes han aprobado las matemateass cuales 10 son chicos.

a) Elegido un estudiante al azar, se pide:
a,) ¢ Cual es la probabilidad de que no haya aprolzedm&tematicas?
a,) ¢ Cual es la probabilidad de que sea chica y harpdbado las matematicas?

b) Si se elige un estudiante que ha aprobado laswattas, ¢ cuél es la probabilidad
de que sea una chica?

a)
”5 Aprueba —» P = 2= 0,800
. 25
Mujer > P =—=0,625> . :
40 No aprueba —» P = el 0,200
Aprueba —» P =22 = 0,667

15
5

No aprueba - P = — 0,333'

Hombre = P = ﬁ — 0,375 =
15 =

- p =0,625-0,800 = 0,500

- p=20375-0,333 = 0,125

P=P(A)=P(M) -P(A/M)+ P(H)-P(A/H) =
= 0,625 0,200 + 0,375 - 0,333 = 0,125 + 0,125 = 0,250.

a,)
P=PMnA)=PWM)-P(A/M) =0,625-0,800 = 0,500

b)
P(MNA) _ P(M)-P(A/M) _ 0,625-0,800 _ 0,500
P(4)  1-P(A) ~  1-025 075

P =P(M/A) = = 0,6667 .
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OPCION B
ax+y+az=0

1°) Considere el sistema de ecuaciones homo%écnﬂrcy +az=0 en fun-
2x+(a—1)y+az=0

cion del parametra:

a) Determine los valores del parametrpara los que el sistema tiene Unicamente la
solucion trivial(0, 0, 0).

b) Si es posible, resuélvalo para el valor del patdame= 2.

a)

a 1 a
La matriz de coeficientes é6= | 1 1 al.
2 a—1 a

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo ctoefge rango, las matrices de
coeficientes y ampliada son equivalente.

El rango de la matriz de coeficientes es el sigaie

a 1 a
M| = [1 1 a|l=a*+a(a—1)+2a—-2a—a—a%*(a—1) =
2 a—1 a
=a’+4+a’—a-a—-a*+a*=—-a®*+3a*°-2a=-a(a*-3a+2)=0>
=>a, =0; a?-3a+2=0; a:3i29_8=3izﬁ=3;11=>a2=1,a3=2.

Va € R —{0,1,2} = Rang M = 3.

Segun el teorema de Rouché-Froébenius, un sisteroangpatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficiengasptiada son iguales e iguales al
namero de incognitas; en el caso que nos ocupanedi de incognitas es tres, por lo
cual:

Es sistema tiene Gnicamente la soluciéon trivial Va € R — {0, 1, 2}.

b)
2 1 2
Paraa=2=>M=<1 1 2>=>{C2=ZCZ}=>RangM=2.
2 1 2

Paraa =2 = RangM = 2 <n%inc6g.= S.C.I.




2x+y+2z=0

Paraa = 2 el sistema result{—:u +y+2z=0 , que es compatible indetermi-
2x+y+2z=0

2x+y+2z=0

nado y equivalente al sister{wa

Ay +22=0 . Haciendaw = 1:

2x+y=—2&} 2x +y = —21

X+y=-21 —x—y=21}=>x=0; y = =24

Solucion:x =0, y=—-2A, z= A, VAER.
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2°) Considere la funcién dada pdc) = xV18 — x2 con—4 < x < 4.
a) Calcule la derivada d€&(x) y determine sus puntos criticos.

b) Justifique si la funcidf(x) tiene algin maximo o minimo.

a)
f(x) =xV18 — x?2 = V18x? — x*.

36x—4x3  4x(9-x?) _2(9-x%)

frix) = 2v/18x2—x%*  2xV18—x2 = f'(x) = Vig—x2'

La condicion necesaria para que una funcion temgaunto critico (maximo o
minimo) es que se anule su primera derivada.

2(9-x2)

f'(x)=0= 7=
f(=3)=-3-,/18-(-3)2=-3-/18-9=-3V9 = —
f(3)=3-V18—-32=3-4/18-9 =39 =09.

=0; 290-x3)=0; 9—x2=0=x, = —3,x, = 3.

Son puntos criticos de la funcion A(—3,-9) y B(3,9).

b)

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
Si es positiva para el valor que anula la primegdrata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

. —2xV18—x2—(9— xz) — x2 —2x18—x +’j/(198_xx22)
f (x) = 2 2 = 2 2 =
(Vis—x2) 18-x
—2x(18-x2)+x(9-x?)
— . J18—x2 . -36x+2x3+9x-x3 7. x3-27x
- 18—x2 - (18—-x2)V18—x2  ~ (18-x2)V18—x2
F(=3) = ((13: 9)2«712_3) 2- 228 =2 (-1+3) = 4> 0 = Minimo.
’" _ 5 3%-273 _ , 27-81 _ _
f'"(@(3) =2 —(18_9)m—2 53 =2-(1-3)=-4<0=> Maximo

El punto A(—3,—9) es un minimo y el B(3,9) un maximo.

Este apartado se puede resolver de una formaenésia teniendo en cuenta



que la funciérf (x) continua en su dominio puede estudiarse el creaimio decreci-
miento y un punto del intervale-3, 3), por ejemplo, para = 0.

2(9 0)

f'(0) = > 0 = Creciente para = 0, de donde se llega a la conclusion
anterior, que eI m|n|mo ed(—3,—3) y el maximoB (3, 3).
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3% a) Calcule la siguiente integral indefinida= [ x - Lx - dx.

b) Determine la primitiva de la funcigf{x) = x - Lx que pasa por el puniy(1, 0).

a)
u=>Lx—->du=--dx o2 21
I={x-Lx-dx= el -5 da=
x-dx=dv-ov== x
2 2 2 2
=x—-Lx—l-fx-dx=x—-Lx—l-x—+C=x—-(2Lx—1)+C.
2 2 2 2 2 4
2
I=fx-Lx-dx=xT-(2Lx—1)+C.
b)

F(x)=ff(x)dx=x72-(2Lx—1)+C=fx-Lx-dx=%2(2Lx—1)+C.
Por pasafF(x) porP(1,0) esF(1) = 0:
F()=01QL-D+C=0 12 0-D+C=0=C=1

F(x) ==[x?(2Lx — 1) + 1].

B
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- 2x —y — 2z = -3
4°) Considere los puntéq1,1,3) y Q(1,5,0) la rectar = {_); +);/ _ j :
a) Compruebe que el puniono esta en la rectay que el punt@ si lo esta.

b) Determine el punt® de la recta tal que el triangul®QR sea rectangulo & (es
decir, con angulo recto en el vértieg

c¢) Calcule el area de dicho triangi@R.

a)
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas es larsiguie
_(2x—y—2z=-3 _ 2x —y=-3+24 _ _
r:{—x+y=4 >z=A> _x+y=4}=>x—1+21,
x=1+24
y=4+x=4+1+2/1=5+2/1:>r5{y=5+2/1.
z=2A
1=1+21
P(1,1,3)er=>4{1=5+21=>A1¢R=>P(1,1,3) ¢r.
3=21
1=1+24
Q(1,5,0)er=1{5=54+21;=>1=0>Q(1,5,0) €.
0=121
Queda comprobado que P no perteneceary Q si.
b)

Los puntos de la rectatiene por expresion gened(1 + 24,5 + 24, 1).

Los puntos?, Q y R determinan los siguientes vectores:

—_—

PQ =[Q—-P]=1](1,50)—(1,1,3)] = (0,4,-3).
PR=[R—P]=[(14+245+24,1) —(1,1,3)] = (21,4 + 24,1 — 3).
Dos vectores son perpendiculares cuando su pedsacalar es cero:
PQ-PR=0=(0,4,-3)- (24,4 +24,1—3) =16+ 81— 31+ 9 = 0;

50+25=0;, A +5=0=>41=-5.



x=1-10=-9
/1=—5:>R=>{y=5—10=—5}=>R(—9,—5,—5).
z=-5

c)
Una forma de hallar el area del triangulo es pdéitmula basica del area de un
triangulo como base por altura dividido por dos.

PR = (—10,—6,—8).

__|PQJ-|PR| __ J02+42+(-3)2-\/(-10)2+(-6)2+(-8)2 _ V16+9-V100+36+64 _
2 2 2

S

_ \/ﬁ-;/m _ 5-10-/2 — 257,
SPQR = 25\/211,2

Otra forma de hallar el area del triangulo esdaiente:

El area del triangulo que determinan tres puntoslmeados es la mitad del
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan los puntos:

. i j ok i j k
Sper =5|PQxPR|=—ll 0 4 -3||=|0 —4 3| =
-10 -6 -8 5 3 4
= |—16i + 15j + 20k — 9i| = |-25i + 15j + 20k| = 5 - |-5i + 3j + 4k| =

=5-(-=5)2+324+42=5-v25+9+16=5-V50 =552 = 25V2.

SPQR == 25\/§u2
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59 Realizada una encuesta entre los habitantesaleiudad, se ha llegado a la con-
clusion de que el 40 % de sus habitaciones leaugdiniente el periddico local, el 30
% lee revistas del corazon y el 20 % lee ambos t@g® publicaciones. Elegido un
habitante al azar, se pide:

a) ¢,Cudl es la probabilidad de que lea al menos aldaros dos tipos de publicacio-
nes?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que no lea ningurosldos tipos de publicaciones?
¢) ¢, Cudl es la probabilidad de que lea solo revighsorazon?

Datos: Periédico: P(P) = 0,4; Revistas: P(R) = 0,3; Ambos:P(PNR) = 0,2.

a)

P=P(PUR)=P(P)+P(R)-P(PNR)=04+03-02=05.
b)

P=P(PNR)=1-P(PUR)=1-05=05.
c)

P=P(RNP)=P(R)-P(PNR)=03-02=0,1.

RNP=R—-(PNR)

kkkkkkkkkk



