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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un máximo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que están enunciadas. Si se res-
ponde a más de 4 cuestiones, sólo se corregirán las 4 primeras, en el orden que haya 
respondido el estudiante. Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. 
No se podrán usar calculadoras gráficas ni programables. 
 
 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales �� + 	 − 
 = 4             � + �	 − 
 = 3 − � − 	 + 
 = 1           en función del 

parámetro . 
 ) Determine para qué valores de  el sistema tiene solución única. Si es posible, cal-
cule dicha solución para  = 0. 
 �) Determine para qué valor de  el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en 
ese caso. 
 �) Determine para qué valor de  el sistema no tiene solución. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 1 −11 � −11 −1  � y �′ = �1 1 −11 � −11 −1      43 − 1 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro  es el siguiente: 
 

|�| = �1 1 −11 � −11 −1  � = � + 1 − 1 + � − 1 −  =  

 
=� + � −  − 1 = 0. 
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 Resolviendo por la regla de Ruffini, las raíces son: �� = 1, �� = �� = −1. 
 )  �� �  ≠ 1 ≠ −1 ⇒ "#$ � = "#$ �% = 3 = #º '#�ó$. ⇒ *. +. ,. 

 

 Para  = 0 el sistema resulta -� + 	 − 
 = 4� − 
 = 3         � − 	 = 1        , que es compatible determinado. 

Resolviendo por Cramer: 
 

 � = �. � /�� 0 /�� /� 0 �
�� � /�� 0 /�� /� 0 � = �/�/.�/�/� = /�/� = 2. 	 = �� . /�� � /�� � 0 �

/� = /�/.1�1�/� = /�/� = 1. 

 


 = �� � .� 0 �� /� ��
/� = /.1�1�/�/� = /�/� = 1. 

 *234�'ó#: � = 2, 	 = 1, 
 = 1. 

 �)  

��  = −1 ⇒ �% = �1 1 −11 1 −11 −1 −1    441� ⇒ 67� = 7�8 ⇒ "#$ �% = 2.  

 ��  = −1 ⇒ "#$ � = "#$ �% = 2 < #º '#�ó$. ⇒ *. +. :. 

 

 Para  = −1 el sistema resulta -� + 	 − 
 = 4� + 	 − 
 = 4� − 	 − 
 = 1, que es compatible indetermi-

nado y equivalente al sistema 
� + 	 − 
 = 4� − 	 − 
 = 1;. 

 

 Para resolverlo se hace 
 = <:  
� + 	 = 4 + <� − 	 = 1 + <; ⇒ 2� = 5 + 2<;   � = ?� + <. 

 

 � + 	 = 4 + <; ?� + < + 	 = 4 + <;   	 = 4 − ?� = ��. 

 *234�'ó#: � = ?� + <, 	 = �� , 
 = <, ∀< ∈ ". 

 �)  

��  = 1 ⇒ �% = �1 1 −11 1 −11 −1 1      421� ⇒ "#$ �% ⇒ 6+�, +�, +.8 ⇒  
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⇒ �1 1 41 1 21 −1 1� = 1 − 4 + 2 − 4 + 2 − 1 = −4 ≠ 0 ⇒ "#$ �% = 3. 

 ��  = 1 ⇒ "#$ � = 2;  "#$ �% = 3 ⇒ *'BCDE '#�2EFC'�3D. 

 
********** 
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2º) Considere las matrices G = H 2 3−1 −2I  	 J = H−1 −31 2 I. 

 ) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus ma-
trices inversas. 
 �) Resuelve la ecuación matricial GKJ = GL − 3J, donde GL denota la matriz tras-
puesta de A. 

---------- )  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |G| = M 2 3−1 −2M = −4 + 3 = −1 ≠ 0. 

 |J| = M−1 −31 2 M = −2 + 3 = 1 ≠ 0. 

 N4DO �2EF�2�O2 P4D 3B EC�'�DB G 	 J B2# '#QD�C'�3DB. 

 |G| = −1.  GL = H2 −13 −2I. GOR. OD GL = H−2 −31 2 I. 

 

 G/� = STU.TV WX
|S| = H/� /�� � I

/� = H 2 3−1 −2I. 

 
Se obtiene la inversa de J por el método de Gauss-Jordan. 
 YJ|:) = H−1 −31 2 M1 00 1I ⇒ 67� ↔ 7�8 ⇒ H 1 2−1 −3M0 11 0I ⇒  

 ⇒ 67� → 7� + 7�8 ⇒ H1 20 −1M0 11 1I ⇒ 67� → −28 ⇒ H1 20 1M 0 1−1 −1I ⇒   

 ⇒ 67� → 7� − 27�8 ⇒ H1 00 1M 2 3−1 −1I ⇒ J/� = H 2 3−1 −1I. 

 �)  GKJ = GL − 3J;  G/� · G · K · J · J/� = G/� · YGL − 3J) · J/�;  
 : · K · : = G/� · YGL − 3J) · J/� ⇒ K = G/� · YGL − 3J) · J/�.     (*)  
 

        GL − 3J = H2 −13 −2I − 3 · H−1 −31 2 I = H2 −13 −2I − H−3 −93 6 I = H5 80 −8I. 

 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anteriormente: 
 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 K = G/� · YGL − 3J) · J/� = H 2 3−1 −2I · H5 80 −8I · H 2 3−1 −1I = 

 = H10 −8−5 8 I · H 2 3−1 −1I ⇒ K = H 28 38−18 −23I. 

 
********** 
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3º) De entre todos los triángulos rectángulo cuya hipotenusa mide 4 metros, determine 
las dimensiones de aquel cuya área es máxima. ¿Cuál es el valor de dicha área máxima? 
 

---------- 
 

 Superficie: * = `·a� ⇒ �á�'E. 

  
       Por el teorema de Pitágoras: 4� = �� + ��. 
 
 � = √16 − ��. Sustituyendo en la superficie: 

 *Y�) = `·√�d/`e
� = �� · √16�� − �..  

 
La superficie será máxima cuando se anule su primera derivada: 
 *%Y�) = �� · ��`/.`f

�·√�d`e/`g = 0 ⇒ 32� − 4�� = 0;   4�Y8 − ��) = 0 ⇒  

 �� = 0;   8 − �� = 0;   � = ±√8 = ±2√2 ⇒ �� = −2√2, �� = 2√2. 
 
 La solución � = 0 es para mínimo. 
 
 El valor negativo carece de sentido lógico, por lo cual: � = 2√2. 
 
 � = √16 − �� = √16 − 8 = √8 = 2√2. 
 

 * = `·a� = �√�·�√�� = 2 · 2 = 4. 

 i�'á#$432 �D�Cá#$432 'BóB�D3DB OD �CDC2B � = � = 2√2 �E 	 4 �E� OD á�D. 

 
********** 

  

  = 4 �E � 

� 
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4º) ) Calcule la siguiente integral indefinida: : = j √k�1√k · O�. 

 �) Determine el área del recinto limitado por el eje OX, la gráfica de la función lY�) =√k�1√k y la recta vertical � = 1. 

---------- )  

: = j √k�1√k · O� ⇒ - 1 + √� = C → √� = C − 1��√k · O� = OC ⇒ O� = 2YC − 1) · OCm ⇒  

 ⇒ j L/�L · 2YC − 1) · OC = 2 · j Le/�L1�L · OC = 2 · j HC − 2 + �LI · OC =  

 = 2 · HLe
� − 2C + nCI + + = 2 · op�1√kqe

� − 2 · p1 + √�q + np1 + √�qr + + =  

 = 1 + 2√� + � − 4 − 4√� + 2np1 + √�q + +. 
 : = j √k�1√k · O� = � − 2√� − 3 + 2np1 + √�q + +. 

 �)  

La función lY�) = √k�1√k corta al eje OX, únicamente, en el origen de coordena-

das y, en el intervalo Y0, 1) todas las ordenadas de la función son positivas, por lo cual, 
la superficie a calcular es la siguiente: 

 * = j lY�)�0 · O� = s� − 2√� − 3 + 2np1 + √�qt0� =  

 = s1 − 2√1 − 3 + 2np1 + √1qt − s0 − 2√0 − 3 + 2np1 + √0qt =  
 = −2 − 2 + 2n2 + 3 − 2n1 = 2n2 − 1 − 0. 
 * = Y2n2 − 1) 4� ≅ 0,386 4�. 

 
********** 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



5º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice 
del triángulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. 
 ) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triángulo de vértices GY−1, 2, 3), JY3, −4, 1) y +Y1, −4, 5). 
 �) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas 
de dicho punto. 

---------- )  
 Punto medio de AB ⇒ �Y1, −1, 2).  Punto medio de AC ⇒ vY0, −1, 4). 
 
Punto medio de BC ⇒ �Y2, −4, 3). 
 
Vector director de �wx ⇒  Qwxyyyyyyy⃗ = {� − +| = {Y1, −1, 2) − Y1, −4, 5)| = Y0, 3, −3). 
 
Vector director de �W} ⇒  QW}yyyyyyy⃗ = {v − J| = {Y0, −1, 4) − Y3, −4, 1)| = Y−3, 3, 3). 
 
Vector director de �S~ ⇒  QS~yyyyyy⃗ = {� − G| = {Y2, −4, 3) − Y−1, 2, 3)| = Y3, −6, 0). 
 
 Las ecuaciones paramétricas de las tres medianas son las siguientes: 
 

�wx ≡ -� = 1             	 = −4 + 3<
 = 5 − 3<   . �W} ≡ -� = 3 − 3�   	 = −4 + 3�
 = 1 + 3�   . �S~ ≡ -� = −1 + 3�	 = 2 − 6�   
 = 3              . 
 �)  

 Punto de corte de las medianas �wx 	 �W}:  -1 = 3 − 3�                 −4 + 3< = −4 + 3�5 − 3< = 1 + 3�      m.  
 1 = 3 − 3�;   3� = 2 ⇒ � = ��. 

 

 −4 + 3< = −4 + 3�;  −4 + 3< = −4 + 2;   3< = 2 ⇒ < = ��. 

 
 Punto de corte de las medianas �wx 	 �W}  ⇒ ,Y1, −2, 3). 
  

Punto de corte de las medianas �wx 	 �S~:  -1 = −1 + 3�           −4 + 3< = 2 − 6�5 − 3< = 3              m.  
 1 = −1 + 3�;   3� = 2 ⇒ � = ��. 

 

 5 − 3< = 3;   3< = 2 ⇒ < = ��. 

 
 Punto de corte de las medianas �wx 	 �S~  ⇒ ,Y1, −2, 3). 
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N4DO �2EF�2�O2 P4D 3B EDO'#B BD �2�C# D# D3 F4#C2 ,Y1, −2, 3). 

 
********** 
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6º) Considere la recta � ≡ k1�� = �/�� = �/�0  y el plano � ≡ � − 2	 − 
 = 4: 

 ) Estudie la posición relativa de la recta y el plano. 
 �) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el ángulo que 
forman. En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano. 
 �) Determine el plano que contiene a la recta � y es perpendicular al plano �. 
 

---------- )  
La expresión de � dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

 

 � ≡ k1�� = �/�� = �/�0 ⇒ � + 1 = 2	 − 4           
 − 1 = 0 ⇒ � ≡ �� − 2	 = −5
 = 1              . 
 

La recta � y el plano � determinan el sistema 
    � − 2	 = −5                  
 = 1� − 2	 − 
 = 4m. 

 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 � = �1 −2 00 0 11 −2 −1� y �% = �1 −2 00 0 11 −2 −1   −514 �. 

 
 Según sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 
 1 → "#$ � = "#$ �% = 2 ⇒ n �D�C DBCá �2#CD#'O D# D3 F3#2.  
 2 → "#$ � = 2;  "#$ �% = 3 ⇒ n �D�C DB F�3D3 3 F3#2. 
 3 → "#$ � = "#$ �% = 3 ⇒ n �D�C 	 D3 F3#2 B2# BD�#CDB. 
 

 "#$ � ⇒  �1 −2 00 0 11 −2 −1� ⇒ 6+� = −2+�8 ⇒ "#$ � = 2. 

 

 "#$ �% ⇒ 6+�, +�, +.8 ⇒ �1 0 −50 1 11 −1 4 � = 4 + 5 + 1 ≠ 0 ⇒ "#$ �% = 3. 

 "#$ � = 2;  "#$ �% = 3 ⇒ n �D�C � 	 D3 F3#2 � B2# F�3D32B. 

 �)  
 La distancia entre � 	 � es la misma que la distancia de un punto de la recta � al 
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plano �. Un punto de la recta � es �Y−1, 2, 1). 
 

La distancia de un punto �0Y�0, 	0, 
0) al plano G� + J	 + +
 + , = 0 viene 

dada por la fórmula OY�0, �) = |Sk�1W��1w��1�|√Se1We1we . 

 
          Aplicando la fórmula al punto �Y−1, 2, 1) y al plano � ≡ � − 2	 − 
 − 4 = 0: 

 OY�, �) = OY�, �) = |�·Y/�)/�·�/�·�/.|��e1Y/�)e1Y/�)e = |/�/./�/.|√�1.1� = |/�0|√d = �0√dd = ?√d�  4#'OODB.  

 �)  
 Un vector normal del plano � es #y⃗ = Y1, −2, −1). 
 
 Un punto y un vector director de � son Q�yyy⃗ = Y2, 1, 0) y �Y−1, 2, 1). 
  
 El plano � que contiene a la recta � y es perpendicular al plano � tiene la si-

guiente expresión general: �Y�; #y⃗ , Q�yyy⃗ ) ≡ �� + 1 	 − 2 
 − 11 −2 −12 1 0 � = 0; 
 −2Y	 − 2) + Y
 − 1) + 4Y
 − 1) + Y� + 1) = 0; −2	 + 4 + 5
 − 5 + � + 1 = 0. 
 � ≡ � − 2	 + 5
 = 0. 

 
********** 
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7º) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Consideramos la variable aleatoria 
que cuenta el número de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el si-
guiente experimento: se saca una bola de la urna y, después de anotar el color, se de-
vuelve la bola a la urna. 
 ) ¿Qué tipo de distribución sigue dicha variable aleatoria y cuáles son sus parámetros? 
 �) ¿Cuál es la media y la desviación típica de esta distribución? 
 �) ¿Cuál es la probabilidad de que el número de bolas anotado sea menor o igual que 
4? 

---------- )  *D C�C OD 4# O'BC�'�4�'ó# �'#2E'3 �2# # = 9; F = �? = 0,4 	 P = �? = 0,6. 

 �)  
 La media y la desviación típica en una distribución binomial vienen dadas por 
las siguientes expresiones: 
 
 � = # · F = 9 · 0,4 ⇒ � = 3,6. 

 
 � = �# · F · P = √9 · 0,4 · 0,6 = √2,16 ⇒ � ≅ 1,4697. 

 �)  
 � = �YK ≤ 4) = �Y0) + �Y1) + �Y2) + �Y3) + �Y4) = 
 = H90I · 0,40 · 0,6� + H91I · 0,4� · 0,6� + H92I · 0,4� · 0,6� + H93I · 0,4� · 0,6d +  

 + H94I · 0,4. · 0,6? = 1 · 1 · 0,0101 + 9 · 0,4 · 0,0168 + �!�!·�! · 0,16 · 0,0278 +  

 + �!d!·�! · 0,064 · 0,0467 + �!?!·.! · 0,0256 · 0,0778 =  

 = 0,0101 + 0,0605 + 36 · 0,0045 + 84 · 0,0030 + 126 · 0,0020 =  
 = 0,0101 + 0,0605 + 0,1612 + 0,2508 + 0,2508 = 0,7334.  
 

********** 
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8º) En una determinada población, el 40 % de los individuos lee diariamente la prensa 
y el 75 % ve diariamente las noticias en la televisión. Además, el 25 % de los individuos 
lee la prensa y ve las noticias en la televisión diariamente. 
 ) ¿Son independientes los sucesos “leer diariamente la prensa” y “ver diariamente las 
noticias en la televisión”? 
 �) ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea 
las noticias en la televisión? 
 �) Si un individuo lee la prensa diariamente, ¿cuál es la probabilidad de que también 
vea las noticias de la televisión? 

---------- 
 
 ,C2B: �YF�) = 0,40;   �YCQ) = 0,75;   �YF� ∩ CQ) = 0,25. 
 )  
 Dos sucesos A y B son independientes cuando �YG ∩ J) = �YG) · �YJ): 
 
 �Y��) · �YiQ) = 0,4 · 0,75 = 0,3 ≠ 0,25 = �Y�� ∩ iQ). 
 n2B B4�DB2B Y��) 	 YiQ) #2 B2# '#ODFD#O'D#CDB. 

 �)  � = �p�� ∩ iQq = �Y��) − �Y�� ∩ iQ) =  
 = 0,40 − 0,25 = 0,15. 
 �)  �YiQ|��) = ~Y��∩~�)~Y~�) = 0,�?0,.0 = 0,625. 

 
********** 

 

�� 

iQ 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




