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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a arimo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo ordeuemrstan enunciadas. Si se res-
ponde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregirghpgameras, en el orden que haya
respondido el estudiante. Solo se podran usaaldast estadisticas que se adjuntan.
No se podran usar calculadoras graficas ni progskesa

x+y—z=4

1°) Considere el sistema de ecuaciones lindates a?y — z = 3 — a en funcién del
x—y+taz=1

parametrax.

a) Determine para qué valores @lel sistema tiene solucion unica. Si es posible, ca
cule dicha solucion paka= 0.

b) Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuéhesio
ese caso.

c) Determine para qué valor desl sistema no tiene solucion.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:
1 1 -1 1 1 -1 4

M = (1 a’ —1)yM’= (1 a’? -1 3—a>.
1 -1 a 1 -1 a 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

1 1 -1 D 5a
IM|=|1 a* -1|=a*+1-14+a*-1-a= _11_21 _110
1 -1 a 1 1 To
a1
=a®+a’—a—-1=0. 1[0
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Resolviendo por la regla de Ruffini, las raicas. g9 = 1,x, = x5 = —1.

a)
a+1 _ P
Para {ai_l}zRangM—RangM =3 =n%incog.= S.C.D.

xt+y—z=4
Paraa = 0 el sistema result{ax —z=13 , que es compatible determinado.
—y= 1
Resolviendo por Cramer:
4 1 -1 1 4 -1
30 3—-1-4 2 pe 1-4+3+1 1
x:%_ll _01=1_1_1=_—1=2_ y:lilo = ) =_—1=1
1 0 -1
1 -1 O
1 1 4
1 0 3
7 = 1 -1 1 =—4+3+3—1=—_1=1
-1 -1 -1
Solucion:x =2,y =1,z=1.
b)
1 1 -1 4
Paraa=-1=>M =1 1 -1 4|={F =F}=RangM' =2.
1 -1 -1 1
Paraa = —1= Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.
x+y—z=4
Paraa = —1 el sistema result{jx +y —z =4, que es compatible indetermi-
x—y—z=1
: , +y—z=4
nado y equivalente al sistema > - _ }
x—y—z=1
=44+
Para resolverlo se hage= A: x+y_ * }=> 2x =5+ 24 x=242
x—y=1+41 2
5 5 3
x+y:4+)l; E+A+y=4+/1; y=4—5=5.
Solucion: x =§+/1,y = %,z = A, VA €ER.
c)

1 1 -1 4
Paraa=1=>M’=<1 1 -1 2>:>RangM’:>{Cl,C2,C4}=>
1 -1 1 1



1 1 4
=>11 1 2(=1—-4+4+2-4+4+2-1=—-4+*0= RangM' =3.
1 -1 1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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: : 2 3 -1 -3
[0} — —
2°) Considere las matricds= (_1 _2) yB= ( {9 )
a) Compruebe que las matrices A y B son regularesvétibles) y calcule sus ma-
trices inversas.

b) Resuelve la ecuacién matricidkB = A* — 3B, dondeA’ denota la matriz tras-
puesta de A.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.
_|2 3|__ — _
|A|_|_1 _2|_ 4+3=—-1%0.

-3

|B|=|_11 2|=—2+3=1;t0.

Queda comprobado que las matrices Ay B son invertibles.

Al = —1. At = (é :;) Adj. de At = (‘12 _23)
A-1 = Adjl-;ile Bt _ (_12_1_23) _ (_21 _32)

Se obtiene la inversa @epor el método de Gauss-Jordan.

en=(7 Sl D=mer=C A o)

1 210 1 1 210 1
=>{F2—>F2+F1}=>(0 1l 1)=>{F2—>—2}=>(0 1121 _1):

=>{F1—>F1—2F2}=>((1) (1)_21 _31)=>B—1:(_21 _31)

b)
AXB=A*—3B; A1 A-X-B-B1=A4"1-(A*-3B)-B7}

[-X-1=A1-(A*'-3B)-B!=>X=A4"1-(4'—3B)-B~L. (¥

a-sm=(5 5)-3(7 =G 2D-G =6 %)

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anterente:



X=A—1-(Af—33)'3‘1=(_21 —32)'(3 —88)'(—21 —31)=

-5 B (G 2= S
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3°) De entre todos los triangulos rectangulo cugatbnusa mide 4 metros, determine
las dimensiones de aquel cuya area es maxima. g€eaiValor de dicha area maxima?

. b- .
SuperficieS = TC = Maxima.

Por el teorema de PitAgoré$:= b? + c2.

¢ = V16 — b2. Sustituyendo en la superficie:

T

S(b) = 2= = 1. V16b7 — b,

2

La superficie serd maxima cuando se anule su paiohetivada:

S'(b)=l’ﬂ=0$32b—4b3=0' 4b(8—b2)=0$
2 2-V16b2-b* ’

by=0; 8—b%=0; b=+V8=+2V2= b, = —2v2,b; = 2V/2.
La solucionb = 0 es para minimo.

El valor negativo carece de sentido l6gico, paual:b = 2+/2.

c =vV16 — b%2 =16 — 8 =8 = 2V/2.

S=%=mjﬁ=2-2=4.

Triangulo rectangulo isésceles de catetos b = ¢ = 2\/2 cm y 4 cm? de area.
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4°) a) Calcule la siguiente integral indefinida= f% - dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el@})¢ la grafica de la funciéfi(x) =

Vx o
oY la recta verticat = 1.

a)

1+vx —x-dxzdt:dx=2(t—1)-dt

l+Vx=t-oVx=t—-1
I={ T dx = { 1 } =
2Vx

t2—2t+1
t

:f%-Z(t—l)-dt=2-f -dt=2-f(t—2+%)-dt=
=2-(§—Zt+Lt)+C=2-[@—2-(1+\/§)+L(1+\/§)]+C=

=1+2Vx+x—4—4/x+2L(1+Vx) +C.

Vx
I=[ = dx=x-2Vx—3+2L(1+Vx)+C.

b)

La funcionf (x) = % corta al eje OX, Unicamente, en el origen de caraae

das Yy, en el interval@, 1) todas las ordenadas de la funcidén son positivadogual,
la superficie a calcular es la siguiente:

S=f01f(x)-dx=[x—2\/§—3+2L(1+\/§)]3=
=[1-2V1-3+2L(1+V1)]-[0-2V0-3+2L(1+0)] =
=-2-2+2L2+3-2L1=2L2—-1-0.

S=(2L2 — 1) u? = 0,386 u2.
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59 Se llamarediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasam vértice
del triAngulo y por el punto medio del lado opuestiicho vértice.

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianasidegtio de vérticed(—1, 2, 3),

b) Compruebe que las tres medianas se cortan ennto pwealcule las coordenadas
de dicho punto.

“ Punto medio de AB> M(1,—1,2). Punto medio de A& N(0,—-1,4).
Punto medio de B& P(2,—4,3).

Vector director dey, = voy = [M —C] =[(1,-1,2) — (1,—4,5)] = (0,3, —3).
Vector director degy = vy = [N — B] =[(0,—1,4) — (3,—4,1)] = (-3, 3,3).
Vector director deyp = v, = [P — Al =[(2,—4,3) — (—1,2,3)] = (3,—6,0).

Las ecuaciones paramétricas de las tres mediandasssiguientes:

x=1 x=3—3u x=-1+36
Tey =1y = —4 + 31, rBNE{y=—4+3#- TAPE{y:2_65 :
7 =5-3) z=1+3u z=3

b)
1=3-3u
Punto de corte de las mediamagg y 1gy: {—4 +31=—-4+ Su}.
5—31=1+3u
1=3-3u; 3u=2>p=2

—4+30=—4+3; —4+31=—4+2 31=2>1="2,

Punto de corte de las mediamgg y 15y = D(1,-2,3).

1=-1+36
Punto de corte de las mediamgg y r4p: {—4 +31=2—65¢.
5—-31=3
1=-1+38 36=2=>6="1,
2

5-31=3; 31=221=2

3

Punto de corte de las mediamgg y r.p = D(1,-2,3).



Queda comprobado que las medianas se cortan en el punto D(1, -2, 3).
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6°) Considere la recta= 2= =22 = ZL y gl planor = x — 2y — z = 4:
2 1 0

a) Estudie la posicion relativa de la recta y el plan

b) En caso de que la recta corte al plano, calcupuelo de corte y el angulo que
forman. En caso contrario, calcule la distanciaeclatrecta y el plano.

c) Determine el plano que contiene a la recyees perpendicular al plamo

a)

La expresion de dada por unas ecuaciones implicitas es la siguient

x+1 _y-2 z-1__x+1=2y—4 _[x—2y=-5
2 1 o Z—1=0}:>r_{2=1 '

La rectar y el planor determinan el sistema z=1

x—2y=—5}
xX—2y—z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sest®n las siguientes:

1 -2 0 1 -2 0 -5
M=<0 0 1>yM’=<0 0o 1 1).
1 -2 -1 1 -2 -1 4

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presertasgguientes casos:
1 > Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

1 -2 0
0 O 1
1 -2 -1

Rang M = = {C, = —2C;} > Rang M = 2.

1 0 -5
0 1 1
1 -1 4

Rang M' = {C,,C3,C,} = =4+4+54+1+0= Rang M' = 3.

Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larectar y el plano m son paralelos.

b)
La distancia entre y m es la misma que la distancia de un punto de ta red



planor. Un punto de la rectaesP(—1,2,1).

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

, _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld(P,, m) = T BTict

Aplicando la formula al punf—1,2,1) y al planor = x — 2y —z — 4 = 0:

[1-(-1)-2-2-1-1-4| _ |-1-4-1-4| _|-10] _ 10v6 _ 5V6

J12+(=2)2+(-1)? G 6 unidades.

d(r,m) =d(P,m) =

c)
Un vector normal del plano esn = (1,-2,—1).
Un punto y un vector director desonv, = (2,1,0) y P(—1,2,1).
El planof que contiene a la rectay es perpendicular al planotiene la si-
x+1 y—-2 z-1
guiente expresion gener@l(P; n,v,) =| 1 -2 -1 |=0;

2 1 0
2(00-D+-1D+4-1D+x+1)=0; 2y +4+5z2—5+x+1=0.

B=x—2y+5z=0.
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7°) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas neGmassideramos la variable aleatoria
gue cuenta el numero de bolas blancas que se ebtamrepetir nueve veces el si-

guiente experimento: se saca una bola de la urdespués de anotar el color, se de-
vuelve la bola a la urna.

a) ¢ Qué tipo de distribucion sigue dicha variablataleéa y cuales son sus parametros?
b) ¢ Cual es la media y la desviacion tipica de astaldicion?

c¢) ¢ Cual es la probabilidad de que el nimero de lamlakado sea menor o igual que
47?
a)

Se trata de una distribuciéon binomial conn = 9;p = é =04yq= z = 0,6.

b)
La media y la desviacion tipica en una distribondsnomial vienen dadas por
las siguientes expresiones:

u=n-p=9-04=u=3,6.

p=n-p-q=+v9-04-0,6=+216=p = 1,4697.

a
—

P=P(X <4)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P4) =

- (g) .0,4°-0,6° + (2) .0,41- 0,65 + (g) 0,42 0,67 + (2,) .0,43 0,65 +

+(9)-044-065—1-1-00101+9-04-00168+9—!-016-00278+
4 ) ) - ) ) ) 71.21 ) )

+-2.0,064 - 0,0467 + — - 0,0256 - 0,0778 =
6!-3! 51-41

= 0,0101 + 0,0605 + 36 - 0,0045 + 84 - 0,0030 + 126 - 0,0020 =

=0,0101 + 0,0605 + 0,1612 + 0,2508 + 0,2508 = 0,7334.
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8°) En una determinada poblacion, el 40 % de ldwituos lee diariamente la prensa
y el 75 % ve diariamente las noticias en la telénisAdemas, el 25 % de los individuos
lee la prensa y ve las noticias en la televisi@niainente.

a) ¢, Son independientes los sucesos “leer diarianeeptensa” y “ver diariamente las
noticias en la television™?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que un individuo égarénsa diariamente pero no vea
las noticias en la television?

¢) Si un individuo lee la prensa diariamente, ¢ cadaerobabilidad de que también
vea las noticias de la television?

Datos: P(pr) = 0,40; P(tv) =0,75; P(pr ntv) = 0,25.

“ Dos sucesos A y B son independientes cu®{don B) = P(A) - P(B):
P(Pr) - P(Tv) = 0,4-0,75 = 0,3 # 0,25 = P(Pr N Tv).
Los sucesos (Pr) y (Tv) no son independientes.
b)

P=P(PrnTv)=P(Pr)—P(PrnTv) =

= 0,40 - 0,25 = 0,15.

c)

P(TvnPr) _ 0,25
P(PT) 0,40

P(Tv|Pr) = 0,625.
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