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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a arimo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo ordeuemrstan enunciadas. Si se res-
ponde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregirghpgameras, en el orden que haya
respondido el estudiante. Solo se podran usaaldast estadisticas que se adjuntan.
No se podran usar calculadoras graficas ni progskesa

1°) La suma de las edades de Carmela, Esperanmaoyafes 68 afos. La edad de
Carmela es 5 afios mas que la mitad de la suma @eldales de Esperanza y Aurora.
Ademas, dentro de 4 afos la edad de Aurora sedalhque actualmente tiene Espe-
ranza. Calcule las edades de cada una de ellas.

Seanx, y, z las edades actuales de Carmela, Esperanza y Auesfzectiva-
mente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:

x—5=2% 2x—10=y+z; 2x—y—z=10

? y—z=4

x+y+z=68 x+y+z=6? x+y+z=6?
y=z+4 y—z=4

Resolviendo por la regla de Cramer:

68 1 1
10 -1 -1
- 68+10—4+4+68+10 156
x=4—F—FE= = — = 26.
1+2+1+2 6
2 -1 -1
o 1 -1
1 68 1
2 10 -1
— —10+8+4+136 138
y=102 -1 = =23,
6 6 6
1 1 68
2 -1 10
—4+136—-10-8 114
z=101 4 - =—=19.
6 6 6

Antonio Menguiano



Carmela tiene 26 afos, Esperenza tiene 23 afios y Aurora tiene 19 anos.
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0 3 4 1 0 O
2°) Considere las matricds= < 1 -4 —5) yB = <1 1 0).
-1 3 4 1 1 1

a) Sil denota la matriz identidad de orden 3, compruelegid) = —I y calcule42°23,
b) Calcule la inversa dé.

¢) Resuelva la ecuacion matriciast — Bt = A2, dondeB! denota la matriz traspuesta
de B.

0 3 4 0 3 4
A3=A2-A=<1 —4 —5)-(1 —4 —5>-A=
-1 3 4/ \-1 3 4

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
(14 ) (1 s)=(0 -1 o)
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1

Queda comprobado que A3 = —I.

A2023 — A3~674-+1 A3 ‘674 Al (A3)674- A= ( 1)674 A= 1674 A=

=1-A=A= A" =4

2 0 3 4 0 1 -1
|A| = —4 —-5|/=12+4+15-16—-12 = —1. At:<3 —4 3).
1 3 4 4 -5 4
—4 3 3 3
/ |—5 4 _|4 4 |\ 1
R I —|4 (5 s )
\1—1 0 -1 |0 /—1—3—3
|—4 3| _|3 3| |3 —4|
-1 0 1
P O :*3)“_1=<_11 % )
4l - 1 3 3
c)

AX—B' =A% A-X=A°+B% A1 -A-X=A"1.-(4%2+BY;

[-X=A"1-(A2+BY) = X =A"1- (42 + BY).




-1 0 1 1
A2+Bt=<1 4 4)"‘(0

-1 -3 -3 0

1 0

X=A"1-(42+BY) = <—1 —4
1 3

1

=>X= (0

0

1
1
0

-1
—4
3

4
-9
7

)
It

4

—14
11

1

).
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39) En este ejercicio se puede utilizar el resolt@el apartada) para realizar el apar-
tadob), aun en el caso en que no se sepa realizar ¢hdpayj.

Un triatleta participa en una competicion
de SwimRun en la que debe ir desde gf}
punto A, situado en la orilla de un canal dcg ‘
agua en reposo de 2 km de ancho, hasta e
punto B, situado en la otra orilla del canal y a winstancia de 10 km del punto C
(punto opuesto de A), tal y como se indica engarfi. Para ello, debe ir nadando desde
A hasta cualquier punto D de la otra orilla delatan continuar corriendo desde D
hasta B. El triatleta tiene plena libertad pargielP.

a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar aaloeidad de 4 km/h y de correr a
una velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiemabeémpleado por el triatleta en ir
VxZ+4  10-x

X
+ ,
4 12

desde A hasta B (pasando por D) viene dado pourleidn f(x) =
dondex denota la distancia de C a D.

b) Calcule cual debe ser el punto D para que el tieemppleado por el triatleta en ir
desde A hasta B sea minimo. ¢, Cuanto tardara eo daso?

a)
2 2 2
AD =AC +CD =2?>+x*=4+x? AD=+V4+x2. DB =10—x.
__AD _ Va+x?
=ist=°> T T >t =t +itsg =
V=1 T t__@_lg_x = 'p T lpB
DB ™ 12~ 12
= Queda demostrado que t = f(x) = xz+4 + 1(;95.
b)

Para que el tiempo sea minimo es condicidn neaeegae se anule su primera
derivada:

’ —l.z—x i. — - e — — =0 = ()
f(x)—4 2—\/x2+4+12 =D 4 VxZ+a 12 0; VxZ+4 1=0;

3x

— 1. — /%2 : 2 _ .2 : 2 _ 4. 421 — _ V2
N 1; 3x x4+ 4; 9x x“+4; 8x 4: x 2=>x 2:>

= x = 0,707 km.

El tiempo empleado es minimo cuando D esta a 707 metros de C.




El tiempo minimo se produce para= ‘/2—5

1 9 _
f(‘/f) B /5+4 N 1o—~/2_E N zozﬁ 3, 20v2 __ 32 n 20-vV2 _ 9V2+20—V2
)Tt = = -

=—++ = +
12 4 12 42 24 8 24 24

_ 8V2+20 _ 2V2+5
24

= 1,3047 horas = 1 hora + 0,3047 horas =

=1 hora + 60 - 0,3047 minutos = 1 hora + 18,2843 minutos =
= 1 hora + 18 minutos + 0,2843 minutos =

= 1 hora + 18 minutos + 60 - 0,2843 segundos =

= 1 hora + 18 minutos + 17 segundos.

El tiempo minimo que emplea el triatletaes de 1 h10m 17 s.
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4°) Considere la funciéfi(x) = x - Lx, definida parac > 0.

a) Calcule la derivada dg(x) y determine sus intervalos de crecimiento y decrec
miento.

b) Calcule la integral indefinida de la funcipfx).

c) Determine la primitiva de la funcigf{x) cuya grafica pasa por el puit¢1, 0).

a)
f’(x)=1-Lx+x-%=>f’(x)=Lx+1.

Una funcion es creciente o decreciente cuandersvedia es positiva o0 negativa,
respectivamente.

Flx)=0=Lx+1=0; Lx=—-1=>x=e =21,

e

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcidb(g9 = (0, +), los perio-
dos de crecimiento o decrecimiento son los sigegnt

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe (0,&).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe G, +00).

b)
u=ILx—>du=~dx o2 21
I=fx-Lx-dx= YoaP == =dx =
x-dx=dv-ov== 2 2 x
2 2 2 2
=x—-Lx—l-fx-dx=x—-Lx—l-x—+C=x—-(2Lx—1)+C.
2 2 2 2 2 4
2
I:fx-Lx-dx=xT-(2Lx—1)+C.
c)

La funcionf (x) tienen infinitas funciones primitivas, y tienerr gxpresion la
2
funcién obtenida en el apartado anteritfy) = x:- (2Lx—1) + C.

De las infinitas funciones primitivas dé€x) la que contiene al punf®(1,0) es
la que satisface su ecuacion:



2
FA) =025 QL-D+C=0 ;- 2:0-D+C=0=C=1

x? 1
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x—z=0
y=1

: +2  y-3
5°) Considere las rectass — = >— =2y s = {

a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calculeiécien del plano que las contiene y
el angulo que forman ambas rectas. En caso deaguettas se crucen, calcula la
perpendicular comldn a ambas rectas.

a)

Un punto y un vector director de la reetaonA(—2,3,0) y v, = (1,—1,0).

La expresion de la rectadada por unas ecuaciones paramétricas es larsiguie

x—z=0 x=4
SE{ _ >x=z=A>s=jy=1.

y=1
z=2A

Un punto y un vector director de la restaonB(0,1,0) y v, = (1,0, 1).

Los vectore®,. y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:wW = AB = 0B — 04 =[(0,1,0) — (=2,3,0)] = (2,-2,0).

Segun que los vectorés,, v, w} sean o no coplanarios las reatass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determiname g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

1 -1 0
1 0 1
2 =2 0

Rang {v;,v5, W} = =—-2+2=0= Rang {v,,v;,W}=2<3 =

= v,, Vs, W son coplanarios.

Las rectasr y s se cortan en un punto.

xX=-2—U
La expresion de s por unas ecuaciones paramé#seas |y = 3 + u
z=0



A==-2—-u
Si las rectas se cortan en un punto tiene que as@pl1 =3 + u¢ =

A=0
=>A=0; u=-2. El punto de corte e®.(0,1,0).
b)
El planom que contiene a las rectas tiene la siguiente sxprgeneral:
x y—1 z
nB; v, ) =1 -1 0/=0—x+z—(y—1)=0;
1 0 1

—x+z—-y+1=0=>n=x+y—z—1=0.

El angulo que forman dos rectas es el menor déngslos que forman sus vec-
tores directores:

DY — = =-=05>
o7l Irsl  J12+(-1)2V12+12 V22 2

Uy - Vs = |V - || - cos B =

= [ =arccos0,5= f = 60°,
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6°) Considere los punteq1,—1,2) y B(3,5, 2).

a) Determine la ecuacion del plangerpendicular al segmento AB y que pasa por el
punto medio de dicho segmento.

b) Calcule la distancia del punto A al plamo

a)
Los puntosA(1,—1,2) y B(3,5, 2) determinan el vector:

AB =0B - 04 =1(3,52)-(1,-1,2)] = (2,6,0).
El punto medio del segmento AB es el siguiente:

M=>{x=12ﬁ=2; y="25_ 9 z=£—2}=>1v1(2,2,2).

2 2

El vector normal del plano es cualquiera que sealmente dependiente del
vectordB = 7 = (1,3, 0).

La expresion general del haz de plafgserpendiculares al segmento AB es la
siguiente3 = x+3y+ D = 0.

De los infinitos planos del hg el planor que contiene al puntd (2, 2,2) es
el que satisface su ecuacion:

f=x+3y+D=0

M(2,2,2)}=>2+3'2+D=0; 8+D=0>D=-8

n=x+3y—8=0.

b)
La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene
dada por la férmulad(P,, 7) = 'Ax%w'. Aplicando la formula al punto

A(1,—-1,2) yal planor = x + 3y — 8 = 0:

_ 1+3.(-1)-8] _ |1-3-8] _ 10 _
dAm) =5 = i o~ V10

d(4,m) =10 unidades.
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7°) Dos urnas A y B contienen bolas de coloreslaaiguiente composicion: la urna
A contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras, yra B contiene 2 bolas blancas, 4
bolas negras y 3 bolas rayadas. Se saca al azé&olmde la urna A y se mete en la
urna B. A continuacion, se saca al azar una bola dma B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca denaBi sea rayada.

b) La probabilidad de que la bola que se saca dsmkaBi sea blanca, sabiendo que la
bola que se sac6 de la urna A era blanca.

c¢) La probabilidad de que la bola que se saca demaBi sea negra.

6
—— . —018
“PT10" 10
6 0,24
- = —_—— =
P=T0 10" 7
6
—>p=ﬁ —=10,18
4 0,08
- = —— =
P=T0 10"
4 0,20
- = —_—— =
P=T0 10" 7
* 3 012
—)p =—-—=0,
a) 10 10

P=P(R)=P(BNR)+P(NNR)=P(B)-PQR/B)+P(N)-P(R/N) =

=234+ 2.3-018+0,12 =0,30.
10 10 -

10 10
b)
Se trata de obtener bola blanca de la urna B cusm@dfade una bola blanca:
nede bolas blancas 3 3
P= ne total de bolas _ 3+4+3 10 @
c)
P=P(N)=P(BNN)+P(NNnN)=P(B)-P(N/B)+ P(N)-P(N/N) =

=2 .21 2.22024+020=0/44.
10 10 10 10 e
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8°) En este ejercicio trabaje con 4 decimales fparprobabilidades.

El cociente intelectual (Cl) de los estudianteversitarios sigue una distribucion nor-
mal de media y desviacion tipica desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10
veces la desviacion tipica y que el 93,32 % desktadiantes tiene un ClI menor de
115.

a) Calcule la media y la desviacion tipica de ess&itucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitagiosal es la probabilidad de que
exactamente 3 de ellos tengan un Cl mayor de 115?

a)

Datos: u = 100; o.

X—-100

X - N(100; o). Tipificando la variableZ = —

115-100

P=P(X <115) =P (Z < ) = 0,9332. Mirando este valor en la tabla
N(0,1) de forma inversa, le corresponde el valor exaetd,d:

115-100

=1,5; 115-100 =1,50; 115=11,50 > 0 = 10; u = 100.

b)
Se trata de una distribucion binomial eos 5 y r = 3. Hay que determinar los
valores dep y g, para lo cual tenemos en cuenta gue P(X > 115).

Teniendo en cuenta el apartado anterior:

p=PX>115)=1-P(X <115)=1-0,9332=p =0,0668 y, en con-
secuenciag =1 —p = 0,9332.

La formula de la probabilidad binomial deelementos de los cuales se pro-
duczanr viene dada por la formul@(r) = (Z) N L

p= (g) .0,0668% - 0,93322 = 215_!3' .0,000298 - 0.8709 = 10 - 0,00026 =

= P = 0,0026.
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