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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS CC SS Tiempo maximat horas y 30 minutos

El examen esta distribuido en tres bloques, cadacon tres ejercicios. En total se

debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneraslggistbbien se eligen dos bloques y
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien sestama dos de un bloque y a uno de
cada bloque restante. Para evitar confusionegcsenienda consignar claramente en
la primera pagina de las hojas de respuesta aupigd@jercicios se responden en el
examen. Todas las respuestas deben ser debidgostifiadas. Se permite el uso de

calculadoras cientificas siempre que no sean giranosables ni graficas, y que no cal-

culen integrales.

Blogue 1. Algebra y programacion lineal.

1°) Usamos una balanza de brazos muy sensiblgesaa tres tipos de piezas (A, By
C) comparando su peso con el de una barrita qusrssbque pesa 13 gramos. Todas
las piezas de un mismo tipo pesan igual. Desculsrone:

1---- La barrita pesa lo mismo que una pieza Cg/mlezas B juntas.

2---- Tres piezas A pesan lo mismo que dos piezas B

3---- Una pieza C pesa lo mismo que dos piezasiAaypieza B.

¢, Cuanto pesan las piezas de cada tipo?

Si la relacion 3---- hubiera sido de una pieza 8apsomo dos piezas Ay una pieza C,
al resolver el problema nos dariamos cuenta delguma relacion deberia ser falsa.
¢, Por qué?

Seamnx, y, z el peso de las piezas de los tipos A, B y C, isf@anente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedl@deciado, expresado en
miles de euros, es el siguiente:

3x =2y 3x—2y=0

z+2y=13} 2y+z=13}
z=2x+y) 2x+y—z=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:
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0 2 1 0 2 1 13
A=<3 —2 0)yA’=<3 -2 0 O).
2 1 -1 2 1 -1 0

El rango de la matriz de coeficientes es el sigaien

0o 2 1
Al=13 -2 0|=3+4+6=13+0=Rang4 =3.
2 1 -1

Rang A = Rang A' =3 =n2%incég.= S.C.D

Resolviendo por la regla de Cramer:

13 2 1
0 -2 0 -2 0

01 —1=13|1 —1|=13'2=2
0 2 1 3+4+6 13 :
3 -2 0
2 1 -1

0 13 1

3 .0 0 3 0

y=12 0 =1l _13'|2 —1| _D13(=3) _
13 13 13

3.

0 2 13
3 -2 0

z=2—"—0=—2-L=34+4=7.
13 13

Las piezas A pesan 2 gramos, las B,3 gramos y las C,7 gramos.

Si una pieza B pesa como dos piezas A y una Qleglsistema es el siguiente:

3x —2y=0 3x—2y=0

2y+z=13} 2y+z=13}
y=2x+z) 2x—y+z=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son, alesaiguientes:
0o 2 1 0 2 1 13

M:<3 -2 0)yM’=<3 -2 0 0).
2 -1 1 2 -1 1 0

El rango de la matriz de coeficientes es el sigaien

0 2 1
IM|=|3 -2 0|=-34+4—-6=-5+0= Rang M = 3.
2 -1 1




Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D

Resolviendo por la regla de Cramer:

13 2 1
0 -2 0 -2 0
=10 -1 1 =13'|1 —1|=13'2=_§
-5 -5 -5 5°
0 13 1
3 0 0 3 0
y=12 0 1l_ _13'|2 1| _ 133 _ 39
-5 -5 5 5°
0 2 13
3 -2 0 13_|3 —2|
7 = 2 -1 ol _ 2 -1l _ 13-(—3+4) _ _E
-5 -5 -5 5°

Las soluciones carecen de sentido: no puede ser el peso negativo.
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2°) Una matriz cuadrada A se dice idempotente st A.

a) Estudia si hay matrices idempoten2es 2 que sean de la forrr(% 2) o de la

2 b

forma (a 1). En cada caso debes indicar, si la respuestarasgmava, el valor de

ayb.
b) Si una matriz A es idempotente, calcula su potetrc??2.

(@ 0)=2=0 0 G »)=Gater aip)=
4+a=2
:>A2=A:>(4+a 2+b):(2 1)=>a(2+b)=a Sa=-2:b=—1.

a)
A

2a+ab a+ b? a b 2+b=1
a+b?>=bh
(2 1 : _ _
A—(a b) es idempotente paraa = —2y b = —1.
_(2 b 2 _ (2 b\ (2 by_(4+ab 2b+b
A_(a 1)=>A _(a 1) (a 1)_(2a+a ab+1)=>
4+ab =2
2 44ab 2b+b\_(2 b 3a=a
=4 _A:}(Za+a ab+1)_(a 1)=> 3b=">b = &b &R
ab+1=1
_ (2 b .
A_(a 1) no es idempotente para a,b € R.
b)
Las potencias sucesivasdlson las siguientes:
A3=A%-A=A-A=A*=A. A'=A3-A=A-A=A%=A.
A =A% A=A -A=A%=A. En generald™ = 4,¥n € N.

Si A es idempotente: A%%%% = A,
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3°) Dibuja la regién del plano formada por los psiik, y) que cumplen las siguientes
condiciones:0 <y; 0<x; x+y<6; 2x+y <10; x+ 2y <10. Averigua el
valor maximo que alcanza en dicha region la fun€idny) = 4x + 3y. Si dicho va-

lor maximo se alcanza en un puidx,, y,), ¢sabrias expresar una funcién cuyo ma-
ximo lo alcance e, (y,, x¢)?

O =>x+y<6=>y<6—x=0(00) - Si. g0
y

@) =22x+y<10=>y<10-2x= 0(0,0) - Si. X g g
y

@=>x+2y<10>y<%=0(0,0) - Si. R

2

La region factible es la que aparece sombreada fgulra adjunta.

Los vértices de la seccion factible, ademéas dgkorde coordenadas, son los
siguientes:

- x=0
x+2y =10

A }=>y=5=>A(0,5).

x+y=6) —x—y=-6 .
B=>x+2y=10} x+2y=10}=>y—4’

x =2 = B(2,4).

x+y=6 —x—y=—6 o B
C=>2x+y=10} 2x+y:10}=>x—4, y=2=0(42).
D= y=0}:>2 =10; x=5=D(5,0)

2x +y =10 x =10 x= ,0).

La funcion de objetivos edx, y) = 4x + 3y.

Los valores de la funcidén de objetivos en cada dmdos vértices de la zona
factible son los siguientes:

A= f(0,5=4-0+3-5=0+15=15.
B=f(2,4)=4-2+3-4=8+12=20.
C=f(42)=4-4+3-2=16+6=22.
D=f(50)=4-5+3-0=20+0 = 20.

El valor maximo se produce en el puntgt, 2).



También se hubiera obtenido el pufii@, 2) por la pendiente de la funcion de
objetivos, como puede observarse en la figura.

f(x,y):4x+3y:>y=—§x=>m:—§.

El valor maximo se alcanza en C(4,2) y su valor es 22.

Si quisiéramos que el maximo se alcanzase enngéd gu(2,4), debemos ob-
servar que se han cambiado las coordenadas, essdecambia ldx" por 1a"y" y la
"y" por la"x", por lo cual, la nueva funcion segiéx,y) = 3x + 4y.
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Bloque 2. Analisis.

. . s 3x-2 .,
4°) Consideramos la funcidiix) = % (en los valores reales gde&londe la expresion
tiene sentido).

a) ¢,Cudl es el dominio de la funcién?

b) Calcula la derivadf’ (x). ¢, En qué puntosesf'(x) = —17? ¢En cuales ¢5(x) =
1? ¢ Tiengf extremos relativos?

c¢) Dibuja la grafica d¢, sefialando los cortes con los ejes y las asintot@ontales
y verticales.

a)
Por ser una funcién racional su dominio en el caigjwe los nimeros reales,
excepto los valores reales xlgue anulan el denominador.

x—1=0; x=1=D(f) > R—{1}.

b)

f’(x) _ 3-(x-1)—(3x-2)-1 _ 3x—3-3x+2 N f’(x) _

(x—1)2 T (x-1)2 (x-1)2’

' _ -1 _1)2 — _
f'(x) = o 1=>(xx—-1)*=1=>x=0.

f'(x) =—1parax =0.

ffx)=1> 1)2 =1, (x—1)?%?=-1; x>?-2x+1=-1;

X2 =2x+2=0; x—2+2 = x & R.

No existe ningun valor real de x para el cual f'(x) = 1.

La condicion necesaria para que una funcion temgeaximo o un minimo
relativo es que se anule su primera derivada.

=0=x &R = f(x) no tiene extremos relativos.

-1
(x-1)?

c)

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes

2=0; 3x—2=0; x——:>A( 0)



3-0-2

-0
0-1

EjeY = x=0= f(0) = =%=2:Bm2)

—2 , .
=3 = Larecta y = 3 es asintota horizontal.

. s 3
ke = lim f(x) = lim ==

Con los datos obtenidos puede hacerse, aproxinedanta representacion gra-
fica de la funcidén que es la siguiente:

YA \

~— 7
41wk
| | Y=ES
m——— ‘Y |
—6 -3 Ol A
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5°) Encuentra los valores dey b que hacen que la funcidifx) = x3 — ax? — bx +
1 cumpla loas dos propiedades siguientes:
(1) Su derivada vale los mismo en=0y enx = 1.
(2) Tiene un extremo relativo en= —1.
¢, Qué propiedad cumplen las rectas tangentes afiaagy = f(x) en los puntos de
abscisa) y 1? ¢ Qué tipo de extremo relativo (maximo o mininme)df en—1.

f'(x) =3x%—2ax — b.
F1(0)=f'(1)=3-02—2a-0—bh=3-12—2a-1— b;

—b=3—2a—b; 2a=3=>a=§.

La derivada resultg’ (x) = 3x2 — 2 %x —b>f'(x) =3x%—-3x—b.
Por tener un extremo relativo en= —1 = f'(—1) = 0:
ff-D)=0=3-(-1)2=3-(-1)-b=0; 3+3-b=0=b=6.

La derivada resulta, finalmentg:(x) = 3x% — 3x — 6.
f(0) =f"(1) = -6,

Las tangentes a la grafica de f(x) parax = 0 y x = 1 tienen pendiente — 6.

f'(x)y=6x—3=f"(-1)=6-(—1) — 3 < 0= Maximo.

Para x = —1 la funcién f(x) tiene un maximo relativo.
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6°) El disefio del nuevo logo de Climbing Sportajsista en altura a la gréfica de la
x si0<x<l1 A

funcionf(x) =4 2x+a si 1<x<2.
b(x—3)? si 2<x<3

a) Calcula los valores dey b.

T

b) El material de la parte sombreada elevara el aesfgoduccion de las prendas de
la marca. ¢ Cuanto vale el area de dicha parte sawid?

a)

La funcionf (x) tiene que ser continua.

La funcionf(x) es continua en R, excepto para 1 y parax = 2, cuya con-
tinuidad es dudosa y se van a determinar los \aledes de y b para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tlencion en ese punto.

lim f(x) =}Ci_r)r}x =1

_ x->1"
rarax=1 :{lir%f(x) =lim(2x +a) =2+a = f(1) ”
x— x=

:xli_)r?_f(x):xllr{lJrf(x)=f(1):>1:2+a:a=—1.

x si0<x<l1
La funcién resultaf(x)={2x—1 si 1<x<2.
b(x—3)? si 2<x<3

xlirg_f(x) = 31(1_r)r21x =02x—1)=3
parax=2= { lim f(0) = lim[b(x =321 =b = £(2) ~

= lim f(x) = lim f(x) =f(2)=>b=3.

b)

x si0<x<l1
Lafunciénes‘(x)={ 2x—1 si 1<x<2.
3(x—3)?si2<x<3

S=[3(x—-3)2-dx=3-[(x—3)% dx =

=>{Jc—3=t x=3-t=0

s=3.("¢2.4qt=3-1E] =310, =
dx = dt x=2—>t=—1}=> =3[t dt= '[?]_1_[’5]—1—



—0-[(-1)3]=1>5=1u?
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Bloque 3. Estadistica y probabilidad.

7°) Un amigo meteorologo nos ha facilitado alguprababilidades de lluvia en la ma-
Aiana del préximo sabado, concretamente para loesigs sucesos:

A = "Hay lluvia entre las 8 y las 9".

B = "Hay lluvia entre las 8 y las 10".

C = "Hay lluvia entre las 10 y las 14".

Nos ha dicho qu®(4) = 0,4; P(B) =0,5; P(C) = 0,7. A nosotros nos in-
teresa sobre todo la probabilidadtle= "Hay lluvia entre las 9 y las 10". No nos
la ha dado, pero nos ha dicho q& n D) = 0,35.

a) ¢ Como interpretaridd B) — P(A)? Calcula entonces el valor HED). ¢ Cual es la
probabilidad de que no llueva de 9 a 10?

b) Nos dice ademas que B y C son independientesy@astara despejado entre las
10 y las 12. Calcula entonces la probabilidad delmpeva durante la mafana (entre
las 8 y las 14).

a)
De forma grafic&?(B) — P(A) es la zona sombreada de |
figura adjunta, que equivale a la probabilidad dmBdicionada

a que no se produzca R(B) — P(A) = P(B/A).

Datos: P(A) = 0,4; P(B) =0,5; P(C)=0,7. BNA=B-(ANB)

Sabemos quB(B) = P(AuU D) = 0,5y también qué(A n D) = 0,35, lo cual
permite calculaP(D):

P(AUD) =P(A) +P(D)—P(AND) = 0,5 = 0,4+ P(D) — 0,35;

P(D) =05-0,4+0,35=P(D) =045 P(D)=1-P(D)=1-0,45=0,55.

La probabilidad de que no llueva de 9 a 10 es 0,55 = 55 %.

b)
Dos sucesos B y C son independientes cu&ffian C) = P(B) - P(C) =

=P(BNnC)=05-0,7 =0,35.
La probabilidad de que llueva entra las 8 y labdras e (B U C).
P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC)=0,5+0,7—0,35=0,85.

La probabilidad de que llueva entre las 8 y las 14 horas es 0,85 = 85 %.
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8°) Al 40 % de la poblacién espafiola no le gustarel. En Espafa, de cada 1.000
personas 7 son riojanas, pero entre quienes gdstarno la proporcién de personas
riojanas es 1/120. Escogemos una persona espdraaray resulta que es riojana.
¢,Cudl es la propiedad de que le guste el vino?

Probabilidad de gustar del vino: P(V) = 0,6
Datos: | Probabilidad de ser riojano: P(R) = L

1.000
1
P(R/V) = 0

Nos pidenP(V/R). Aplicando el teorema de Bayes:

: 2L 06 ‘
P(V/R) = p(VNR) _ p(V)P(R/V) _ 1z _ 0,6:1.000 _ 60

P(R)  P(R) 10700 1207 84

= 0,7143.
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99 En los poblados maruba utilizan el punde comedida de distancia, y toman lo
largo de una valla para fijar su valor. Este e8rdsen cada poblado. Queremos esti-
mar el valor medio de los distintos pundes en rsettonsiderando que la distribucion
es normal con desviacién tipica de 4 metros y gserledidas en todos los poblados
son independientes entre si. A partir de una madst25 pundes calculamos un inter-
valo de confianza para situar dicho valor medio, rgsulta el intervalo
(74,864; 77,496).

a) ¢ Cual es el valor promedio de nuestra muestra?
b) ¢ Con qué nivel de confianza hemos obtenido alviala?

¢) ¢ Cuantos pundes necesitariamos medir para redlecior muestral a la mitad, con
el mismo nivel de confianza?

a)
% = 77,496;—74,864 _ 152;50 ¥ = 76175
b)
77,496-74,864 _ 2,632
E = > == 1,316.
Datos: 0 =4; n=25; E =1,316.
Sabiendo qQUE = za - % za = YR = 1316425 _ 399 .5 — 1 645,
2z Jn 2 o 4
: (1,64 — —0,9495 _
Mirando en la tabl&/ (0, 1): {1,65 _ _0,9505} = 1,645 = 0,9500.
1—%=0,95; 2—a=190; a=2-190=0,10=>1—a = 0,90.
El nivel de confianza fue del 90 %.
c)
) _E _ 1316 _
E' = = 0,658.

Datos: o = 4; Zz = 1,645; E' = 0,658.

F=e. oy = (Z%'°>2 _ (1,645-4)2 — 102 = 100
—2e R\ ) T (oess ) T - '

Se necesitan 100 pundes.
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