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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

No se permite el uso de calculadoras graficas.

PROPUESTA A

X-y+z=4 ) X
y y las ecuaciones=——=="—~-=——

o :
1°) Probar que las ecuaciones {3x+52: 9 c > "3

representan a la misma recta.

Una forma de resolver el ejercicio es expresamadprimera de las ecuaciones
mediante otras ecuaciones continuas lo mas sicgadifis posible:

11

X= E + 2/1
Las ecuaciones={ X~ Y*t274=0 44, equivalentesa={y = A
3x+52-9=0
3 3
z=-—-—-/
2 2

5

Un vector director de la recta r e? :(E,

1, —gj y un vector director de la

recte s esv, =(5, 2, —3).

Siendov—s = 2-v—r, (linealmente dependientes, o sea: paralelosyeletss son,

de momento, paralelas. Para demostrar que sonaeaimes, un punto de una de las rec-
tas tiene que satisfacer las ecuaciones de la otra.

Un punto de s es P(3, -1, 0). Vamos a comprolqzgrsenece a la recta r:
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(= lXy*tz=4 3-(-1)+0=4 3+1=4 - Si
~|3x+5z=9 ; = ;; — POs, cqd.
P(3 -1 0) 3.3+5.0=9 9+0=9-Si

En efecto, las expresiones dadas representan igri@amecta.

*kkkkkkkkk



4
2°) Dada la matrizA:(

1 : : :
Oj’ calcula la matrizB = (At - A‘l)z, siendo Ala matriz

traspuesta de A.

4 1 L (4 -1 .. (0 -1 L (0 -1
|Al= =1;; A= 5 Adj. A" = = A’ =

-1 0 1 0 1 4 1 4
A A= 4 - 0 -1 (0-1 -4-4) (-1 - AL Al

1 0) (1 4 0+0 -1+0 0 -1

v (-1 -8)° (-1 -8) (-1 -8) (1-0 8+8) (1 16

B:(AA ) = = . = =
0 - o -1) Lo -1/ lo-0 o+1) (0 1

1 16
B=
o)
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3°) Calcula a integral indefinida= | (SGJ . dx.

cosx)’

cosx =t .
I:jﬂxél-dx: -senx -dx=dt } = I:—j%-dt:—jt‘4-dt:—t—+C:
(cosx) senx - dx = —dt t -3
- Llic=—1t sc=y

3t® " 3co x
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4°) Un numero mas el cuadrado de otro suman 4&)q dében elegirse estos nimeros
para que su producto sea maximo?

Sean los numeros pedidos x e .

Por condiciéon del problema e® = x+y®> =48 ;; x=48-y’
P=x-y= Maximo;; P(y)=(48-y?). y=48y-y?

y, =4
P(y)=48-3y*=0;; 48-3y*=0;16-y*=0; y* =16 = {;—_4
=-

P"(4)=-6-4=-24<0 = Méaximo para y=4

P'(y)=-6y =
P'(-4)=-6-(-4)=24>0 = Minimo para y = -4

Los numeros gue cumplen la condicion son 32 y 4.
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59 En la hipérbola de ecuacién y =2 se consideran los puntos A(1, 2) y B(2, 1).

a ) Calcula las rectas tangentes a la hipérbotaéa uno de esos puntos y halla el pun-
to en el que se cortan.

b ) Calcula el area de la region del plano limitpdalas rectas tangentes anteriores y el
correspondiente arco de hipérbola.

a)

Sabiendo que la pendiente a una curva en un @sni@ derivada de la curva en
ese punto, y que la ecuacién de una recta quepmaaan punto conocida la pendiente
esy-y, =m(x-x,), las ecuaciones de las rectas tangentes somlasrses:

, 2 2
AL 2) - mlzy(l):_l_zz_I:_ernl
2
y:_” yI:_F =
gy 2 2 1
B(Z, l) — m2=y(2)——?——z——§—m2

t, > y-2=-2-(x-1);; y-2=-2x+2;; t, = y=-2x+4

t, = y—lz—%-(x—Z) & y—lz—%x+1 5 2y—2=-x+2; t, Ey:—%x+2

El punto P de corte de las tangentes es la solagbsistema que forman:

2X + y—4:O} -2Xx-y+4=0

_q - v=2
X+2y-4=0 2x+4y—820}:>3y_4_0”y_3

X+2y-4=0 ;; x+%—4:0 " x:4—:—i:g:x = P(—, —j

b)

La representacion gréfica de la situacién espgeesentada en la figura de la cual
se destaca el detalle Z.

De la observacion del detalle se deduce que larcie que se pide es la si-
guiente:



Y

\% ) /D@tg\' |? Z

Detalle Z

-dx - 2x+4 dx -

0)]

Il
P — N
X< |N
'—"—:w\b

w\b'—;l\i

4 NG ?
( —x+2jdx 2- [Lx] [—x2+4x]13—{—7+2x}
4

3



4

3

}—Gf+44%—

e[ o oo

:2-(L2—O)—K—l§6+1—36j—(—1+4)}—{(—1+4)—(

12 8

4 8

2
_2_+ zzj_
4

16 8)
e
36 3

4 8

:2L2+1—6—£3+3—3——+—:2L2+_—_:2|_2+___:2|_2_
9 3 9 3 3 3

_L64-4

[00053u* =S
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6°) Discute, segun los valores de a, la posicitativa de los siguientes planos indican-
L =2X+3y-4z=1

do las figuras que determinafvz, = 4x +6y-az=2
m=x+y+az=10

Las matrices de coeficientes y ampliada que dateamos tres planos son:

2 3 -4 2 3 -4 1
M=|4 6 -a|;; M'=|4 6 -a 2
11 a 11 a 10
2 3 -4
IM|=|4 6 -a|=12a-16-3a+24+2a-12a=8-a=0 = a=8
11 a

Para #8 RangoM = RangoM'=3=n° incdg = Compatible Determinado

Veamos el rango de M’ para el valor que anula&mninante de M:

m=2x+3y-4z=1
Para a = 8 el sistema resujta, = 4x+6y -8z =2, donde se comprueba que los
T, =X+y+8z=10
planosn, y 7, son coincidentes y secantegz apor determinar su interseccion la recta

(= 2x+3y—-4z=1
T |x+y+8z=10"

Conclusion:

Para a#8 los planos 7, n, y n, se cortan en un punta

Para a=8 los planos 71,, 7, son coincidenés y secante a 7,.
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PROPUESTA B

1°) Probar que las ecuamon{eSX yy 2=0 4 ¥ las ecuaciones 53 y;rl

Z repre-
-3

sentan a la misma recta.

. 4 1 : . ,
2°) Dada la matrle:( 1 Oj’ calcula la matrizB = (At : A‘l)z, siendo A la matriz

traspuesta de A.

3°) Calcula a integral indefinidia= jﬂ . dX.

(cosx)*

4°) Un namero mas el cuadrado de otro suman 48)@ dében elegirse estos nimeros
para que su producto sea maximo?

(Resueltos en la propuesta A)
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X+y+z-3=0

o L, :
59) a ) Halla la ecuacion del plamoperpendicular a la recta= {X y+22+1=0 que

pasa por el punto A(5, 0, 10).

b ) Halla la distancia de dicho plano al punto B(2)).

a)

Si el planon es perpendicular a la recta r, el vector normabpto es lineal-
mente dependiente (paralelo) al vector directdadecta.

La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es la siguiente:

_|x+y+z-3=0 _ X+y=3-4 o ._..3
r-{x y+22+1=0 é:__:»x_y:_l_z/1 = 2Xx=2-31;; X A
x:1—§A
2
X+y=3-4 _ o1 !




Un vector director de la recta puede ser (- 3 1, 2), que se puede considerar
con vector normal del plano.

La expresion general del planoes -3x+y+2z+D =0.
Como el punto A(5, 0, 10) pertenece al plano teune satisfacer su ecuacion:
mT=-3x+y+2z+D =0
=-3:5+0+ 2:10+D=0;; -15+20+D=0;; D=-5
P(5, 0, 10)

El plano pedidoes n=3x-y-2z+5=0

b)

La distancia del punt®,(x,, y,, z,) al planoz = Ax+By+Cz+D =0 viene da-
| Ax, +By, +Cz, +D|

do por la férmulad(P,, 7)
‘J/¥Z+ BZ_+(:2

Aplicando la formula al punto B(2, 1, 0) y al ptan =3x-y-2z+5=0:

|3-2-1-1-2-0+5| |6-1+5| |11] 11,14
ey ey Veriea a1

d(B, 7) unidades=d(B, 77)
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6°) a ) Representa graficamente la cuyvaf (x) = ﬁ. Para ello calcula asinto-
X X

tas, puntos criticos e intervalos de crecimiento.

b ) Calcula el area del recinto limitado por lavauanterior, el eje OX y las rectas x = 0
y X =2.
a)

El dominio de una funcién racional es R, exceptoMalores reales de x que anu-
lan el denominador.

-5+.25- -5+ -5+
X" +5x+4=0;; x= ke 225 16 55\/5: 52‘3:> x=-1;, x*’=-4

El dominio de la funcién eD(f)= R-{-4, -1}.

Por ser f(0) = 0, la funcién pasa por el origercoerdenadas.
Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t@grento, derivamos:

f,(x)zl-(x2+5x+4) X-(2x+5) _ x* +5x+4-2x*=5x _  —x'+4

(X2+5X+4) (X +5X+4) (X2+5X+4)2 :f'(X)

f'(x)=0=-x*+4=0;; x*=4 = x,=-2;; X, =2

Como el denominador de la derivada es siempréiymssolamente estudiaremos
el numerador que, teniendo en cuenta que para rs=dsitivo, y los valores para los
gue no esta definida la funcidn, resulta:

f'(x)<0= (-, —4)0(-4, -2)0(2, + )= Decreciene

2
frx)= X Ft

(¢ +5x+4f f'(x)>0= (-2, -1)0(-1, 2)= Creciente

Los puntos criticos de la funcién son los siguaent

f"(x):_zx'(X2+5X+4) ( NG +4) (X2+5X+4)-(2x+5):
(x +5x+4)

_ —2x(x? +5x+4) - 2(- x* +4)(2x +5) _ —2x° —10x* —8x +4x° +10x* ~16x - 40 _
(x> +5x+4) (x> +5x+4)

_2x° —24x-40 _ 2(x* ~12x-20) _ ()
(x2 +5x+4)3 (x2 +5x+4)3




f"(x): —2X-(x2 +5X+4)2 _(_x2 +4) .2.(x2 +5X+4)-(2X+5) _
(x* +5x+4)"

_ —2x(x? +5x+4)-2(- x* +4)(2x+5) _ -2x* ~10x* —8x + 4x* +10x* ~16x—40 _

(x2 +5x + 4)3 (x2 +5x + 4)3

_2x° —24x-40 _ 2(x* —12x-20) _ (%)
(x2 +5x + 4)3 (x2 +5x + 4)3

f(2)= 2-(8-24-20) :ﬂ<0 = Maximo relativo para x =2
+ (+)
f(2)== 2 -2 _2_1 — :Maximo: A{Z, Ej
2°+5:2+4 4+10+4 18 9 2

2.(-8+24-20) _2-(-4)

(-2 +5- (- 2)+4]3 - C2) >0 = Minimo relativo para x=-2

f"(—z):l

-2 2 -2 |
f(-2)= = =Z2-1 = Minimo: B(-2 1
-2) (C2f+5-(-2)+4 4-10+4 -2 = — 29

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a mas infinito
y a menos infinito.

—k lim f(x) = lim f(x)= lim X —o —o
YEH 2 b T e YT e amxea o YD

Verticales: son los valores finitos de x que andlgenominador.

X*+5x+4=0= x, =-4;; x,=-1

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga @simtoblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que dbgtal denominador. En el caso
gue nos ocupa: no existen asintotas oblicuas.

Con los datos obtenidos anteriormente se pueds bhacesquema, mas o menos
aproximado, de la funcion.
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b)

2
El calculo del rea es el siguientd:= [ f (x) - dx.
0

2
dx={— 2
J;xz +5x+4

Teniendo en cuenta el valor de la integral indéfinque es:

| :J' X dX:J' _J'( j X—IAX+4A+BX+BdX:
X* +5x +4 (x+1 X +4) x+1 x+4 (x+1)(x+4)

o (AT (A 4

1.
3" 3

= [ ax= -t A k= - (xe 1)+ 2L (x+4)+C =
Xx+1l x+4 3" x+1 3° x+4 3 3

S:ff(x)-dx:{—EL(x+l)+ﬂL(x+4)T:—E(LS—L1)+ﬂ(L6—L4):

. 3 3 o 3 3

=113 ﬂLg—}(4L§—L3j—}(4L3—4L2—L3):}(3L3—4L2):L3—ﬂL2:SD
3 3 4 30 2 3 3 3

[0110- 092= 018u® =S
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