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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programabl
gréficas.

PROPUESTA A

1°) Dados el planoz= 2mx ¢ m- 3 y+(m+ 3z+ 2m+4=0 y la recta r que pasa por
los puntos A(2, O, -3) y B(3, 2, -2), determina m, si es posible, para que el plano \
recta sean ortogonales.

La recta r y el plana son ortogonales cuando el vector director de la recta y
vector normal del plano sean linealmente dependientes (paralelos).

El vector director de r esr= AB=B-A=( 3 2~ 2-(2 0-3=(1, 2 1) y el
vector normal del plano es1= (2m, 6m- 6, m+3).

Para que los vectores y n sean linealmente dependientes tiene que cumplirs

que:
2m_6m-6 B o
N N = 12m_m+3 = m=3
1 2 1 ER = =2m=m+3;; m=3

El planon y la recta r son ortogonals para m=3
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atb b
Z

29) ¢ Para qué valores de a y b tiene inversa la mfatr( va a+ j? Calcula la ma-

triz A"l cuando existe.

Una matriz es inversible cuando su determinante es distinto de cero.

a+tb b

:( & )5—2 ab= d+2abt F -2ab=a’*+b*=0
2a a+b

A=

La matriz Aes inversible 03 b R {a” +b* # 0}

La matriz inversa de A cuando se cumple que es inversible, es la siguiente:

+b 2 +b -b ' !
A=® 2 Adj de A' = 2 ' pr=Adde A
b a+b —-2a a+b | Al

o 1 atb -b
= A= —o—
a“+b —-2a a+b
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senx si x>0
3°) Estudia la derivabilidad en x = 0 de la funcix) =

X —X si x<0

Por ser los dos trozos en que esta dividida la funcion dos funciones continue
derivables en sus dominios, que ambos son R, el estudio de su derivabilidad se limi
punto critico, que es para x = 0.

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicidn necesaria que
continua en ese punto, por lo cual, en principio estudiamos su continuidad.

lim lim
_f(x)= senx=sen0=0
X -0 x-0 lim lim
= _f(x)=1(0)= . f(x)
lim (X)_ lim (XZ_X)_O_ f(O) X -0 X -0
X - 0" X0 Il

La funcion { X escontinua para x =0

Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

cosx si x<0 f(O):cosO:1
f'(x)= = - f(0)=1(0)
2x-1 si x=0 f(0)=2.0-1=-1

La funcién no es derivable parax =0
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N : . +4
49°) Calcula la siguiente integral deflnlda.zj X d
N1-x°

X+4 X
| = dx = [—=— dx+ = dx+4 —dx =1, +41, (¥
V1-x° I 1-x° J.\/ J‘q/ J‘ﬁ/ L 2
1_X2:t 1
_ X 1 e o
=] 1- %2 W= ox dx= dt;; dx=-=dt j = th a
o 1
2 2
=11 +c=-1.1, C:—t2+C—— t+C=-+1-x*+C =1
2 1 2 1
_.4,+.l -
2 2
I, = ! d +C =1
z—jﬂ ¥= arc sen x

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos pa b, resulta:

I= 4 arcsenx—+/1-x* +C

*kkkkkkkkk



59) Discute, segun los valores de a, la posicion relativa de los siguientes planos indi
m=(atl)x+ y+z=3

do las figuras que determinan (no es necesario resolverpy x+2y+az=4
T, = X+ ay+2z=2a

Las matrices de coeficientes y ampliada que determinan los tres planos son:

a+l 1 1 atl 1 1 3
M= 1 2 al;M=1 2 a 4
1 a 2 1 a 2 2a
a+l 1 1
IM|=| 1 2 a|=4(a+1)+a+ta- 2a’(a+ )- 2= da+ 4+2a-4-a°-a’ =
1 a 2

=-d-d+6a=0; -ala>+a-§=0;3=0; a+a-6=0

a_—h\/l+24_—li\/2_5_—115

= a=2;, a=-3

2 2 2
az0
Para { a#2; RangoM= Rango M'= 3= rP incog. = Compatible Determinado
az-3

Veamos el rango de M’ para los valores que anulan el determinante de M:

I, = X+ y+z=3
Para a = 0 el sistema resujta, = x+ 2y =4 . (No existen planos paralelos)
T, = X+2z=2a
111 3
Paraa=0= M'=|1 2 0 4|.
1020

Vamos a determinar el rango de M’:

3
{c,c,c}t=|12 4=4-6=-220 = RangoM'=3
100




7, =3Xx+y+z=3
Para a = 2 el sistema resujta, = x+ 2y+ 2z=4. (Los planosz, y 7, son
T, = X+ 2y+2z=4
coincidentes)
3113
Paraa=2 = M'=|1 2 2 4| = RangoM'=2.
1 2 2 4

Paraa=2 = RangoM= RangoM'= 2< rP incdg = Compatible Indeterminado

m=-2X+y+z=3
Para a = -3 el sistema resujta, = x+ 2y-2z=4 . (No existen planos parale-
T, = X-2y+2z=-4
los)
-2 1 1 3
Para a=-3=> M'=| 1 2 -2 4
1 -2 2 -4
Vamos a determinar el rango de M’:
-2 1 3
{c,c,c}t=|1 2 4|=16 6+ 4 6-16+4=-4#0 = RangoM'=3
1 -2 -4
Para a=-3 = RangoM# RangoM' = Incompatilbe
Conclusion:
az0
Para < a#2; losplanos, 77, yr, secotan enun punta
az-3

Para {aa_—_%} los planos 77, 77, yz, secotan dos a dos

Para a=2 los planos7n, yn, son coinciderds ysecantesa 7,
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6°) Calcula las dimensiones del triAngulo isdsceles, inscrito en una circunferencia
radio la unidad que tiene area maxima.

N|o

S

Los triangulos rectangulos ABE y BED son semejantes por lados perpendicula
por lo cual se pueden establecer la siguiente relacion:

b
L b , ,
AE_BE | D:;:>b—:hX;;h:b— @
BE ED b x 4 _ 4x
2

De la observacion de la figura se deduce xque -h.

Sustituyendo el valor de x en la expresion (1):

b2

h:m = B =4n2-h ;; b=2,/h(2-h). (2)

El valor de la superficie del triangulo 8;% que tiene que ser maxima, por

lo cual su derivada tiene que ser cero. Sustituyendo el valor de b de la expresion (2).

S:béhZZ h22—h h_ e s

. I (2-h)+h*.(-1) _6h*-3n°-h® _ 6h*-4h* _ 2n?(3-2h) _ h*(3-2h)

2/r2-n) 2/ (2-h) _21/h3(2—h)_2¢h3(2—h)_¢h3(2—h):S




h?(3-2h)
h®(2-h)

S=0= =0;; H(32n)=0;;h=0;; hzzgzl‘S unidades= h

Vamos a justificar que se trata de un maximo para h = 1'5:

(6h-617) N2 — 1 — (a7 — 20°). O~ 40"

g -2 2/2h° —h* _
~J2n-h ) 2h° - h* )
oH{1=1 - “he- ) 22h2h(33(2 4:))

- h3(2—h)
6H1- B - F(2- h)- h*(3- 2h)(3- 4h)

_ h*(2-h) _ 6H (1- n(2- h)- h*(3- 2n)(3-4h) _

h*(2-h) H(2- hhyh(2-h)

_ g1 h(2-n)-(3-2n)(3-4h) _ ¢ 2= h- h+h?)-(9-12h-6h+8h?) _

i (2- h)yh(2-h) ) (2- h)yh(2-h) )

_ 12 1th+ 67 - 9+18h-8h® _  3-2h’

(-tJh2-n)  (2-hJh@-n)

. 3—2-@)2 ol

o —2—\/§< 0= Max, cqd.
V3

s'(

RET

N R[]
I

Sustituyendo el valor de h en la expresion (2) se obtiene el valor de b:

b= 2/h(2-h) = 2 /g -(2—:—3 :2‘/2-%:2 :31:@, unidades= b

Del triangulo rectangulo ABE y mediante el teorema de Pitagoras:

2 2 2
a2:h2+(9j :(§j + @ _g §_1_2_3;;a: 3 unidades
2 2 2 4 4 4

Seftrata de un triangulo isésceles- equilatero de lado +/3 unidades
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PROPUESTA B

1°) Dados el planoz= 2mx ¢ m- 3 y+(m+ 3z+ 2m+4=0 y la recta r que pasa por
los puntos A(2, 0, -3) y B(3, 2, -2), determina m, si es posible, para que el plano
recta sean ortogonales.

atb b
Z

29) ¢ Para qué valores de a y b tiene inversa la mfatr( va a+ j? Calcula la ma-

triz Al cuando existe.

senx si x>0
3°) Estudia la derivabilidad en x = 0 de la funcix) =
X - X si x<0

49) Calcula la siguiente integral definida.tj x+4 dx.

1-x?

(Resueltos en la propuesta A)
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59 Halla la ecuacién del planm que pasa por el punto A(1, 1, 2) y es paralelo a la

x=2-t _{Zx— y+z=-2
y s=

rectasr =y =t ~ > .
{Z=—1+2t T 1

La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_[2x-y+z=-2 ., .. 2x—y=-2-1 a1l ..
S_{—x+y+3z:1 s ﬂ”—x+y:1—3/1} - X=-1244

x=-1-4A
2x-y=-2-A _ — -
—2x+2y=2—6/1} s yE = s_{;/:—/]m

Un vector director de las rectasry s som (-1, 1, 2) y v =(- 4, -7, 1), res-
pectivamente.

El planon se puede determinar por el punto A y los vectareg v :
x-1 y-1 z-2

n(A'ﬂ, V)E -1 1 2 |=0:;
-4 -7 1



(e J By )+ Tz 2+ 4z- 3+ 14x-D+(y-1)=0;;
{s- )z (¥- ) {2- p= 0; 1% 15 A+ 7+12-22=0;;

n= 1%- 7y+1%2-30=0
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X
+4

6°) a) Representa graficamente la cupva——— . Para ello calcula asintotas, puntos
X

criticos e intervalos de crecimiento.

b ) Calcula el area del recinto limitado por la curva anterior y las rectas X =a y X =
donde a y b son las abscisas de los puntos donde la curva alcanza su minimo y max

a)

Se trata de una funcién racional cuyo dominio es R, por no existir valores rec
de x que anulan el denominador.

Es simétrica con respecto al origen por srx) = - f(x).

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales:

Son los valores finitos de f(x) cuando x tiende«a:

"™ fx)=0"
B (= lim () m o x X = oo
Y= :>y_x_>+oo X_xﬁ—oo X_x_>oox2+l_——_y:> lim
f(x)=0"
X - — -

La solucién de este apartado es logica si tenemos en cuenta que la funcion e
métrica con respecto al origen de coordenadas.

Verticales:
Son los valores finitos que anulan el denominador: no tiene.
Oblicuas:

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.

En el caso que nos ocupa: no tiene.

Los maximos y minimos relativos de la funcién son los siguientes:

, _1-(x2+])—x-2x_x2+1—2x2_ 1-x* .,
R e e A 20




f(x)=0=>1-x*=0;; (1+x)(1-x)=0=

== 2 b () 2 v 20 - 2 (e r - ax fo)

ey fe -2y

_ 2% — 2x— Ax+4x® _ 2X* —6X _ 2x(x2 —3) - £(x)
(" +2f (e +2f (e +1f

()= 2(1(1) -y g <0 = Maximo= 1)=3 = P(]" %j

fr(-1)=— 2'(1_3):£>0 = Minimo = f(—l):—% = Q(—l —lj

(1+2° 8 2
X, =0
f"(x)=0 Z(X(ZXZ 1_)33) = 0= 2x(x2 -3 =0 = {x, =3
+
X ‘=3

£ (%) :( §(x+).z (2@—6()-C{x2+])2-2x:(6x°'—é(xz+])—6x(2x3—6x):

(1) (¢ +1)

_ 8¢+ 60— 66— 612" +36x° _ - 6x' +36¢ =6 _ = 6(x' —6x* +1) _ ()
(x +1)° (2 +1)° (2 +1)f

f"'(O)—76¢O:> P Inflexion ;; f(0=0= 0O(0, 0)

f"'(\/:_%): — E(9;618+1)¢0:> P. Inflexién ;; f(\/:_%):% = M(\/?%, ?j

f"'(—\/:—a): — E(91618+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(—\/?%):—? = N(—\/é, —?J

Teniendo en cuenta que se trata de una funcion continua y los valores del max
y minimo, los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:



|X|>l:> f'(x)<0:> Decrecieme:(—oo,—j)g(l +oo)

|x|<1= f'(x)>0 = Creciente: (-1, 1)

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la siguiente:

x4

b)
Teniendo en cuenta la simetria de la funcion y de la observacion de la grafice
deduce que el area pedida es la siguiente:

x>+1=t |[x=1-1t=2

S= 2-} f(x) -dx= 2-f

0 0

-dx = 1
2 —
X*+1 xdx—Edt X=0ot=1

_oo1%dt g, y _
s-2-§jT_[L1]1 = L2- L1= L20069 ¥ =S

1
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