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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempe no sean programables ni
gréficas.

PROPUESTA A

1°) Dados el planoz = 2mx+6(m-1)y +(m+3)z+2m+4=0 y la recta r que pasa por
los puntos A(2, O, -3) y B(3, 2, -2), determinasnes posible, para que el plano y la
recta sean ortogonales.

La recta r y el plana son ortogonales cuando el vector director dedtarg el
vector normal del plano sean linealmente depenebgpiaralelos).

El vector director de r es =AB=B-A=(3 2 -2)-(2,0, -3)=(1, 2, 1) y el
vector normal del plano es = (2m, 6m-6, m+3).

Para que los vectores y n sean linealmente dependientes tiene que cumplirs

que:
2m _6m-6 B o
N N = 12m _m+3 = m=3
1 2 1 ER = =2m=m+3;; m=3

El plano 77 y la recta r son ortogonales para m=3
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a+b b

2°9) ¢ Para qué valores de a y b tiene inversa lazmat
2a a+b

j? Calcula la ma-

triz A"l cuando existe.

Una matriz es inversible cuando su determinanthstimto de cero.

at+tb b

|A|: 2a a+b

=(a+b)* -2ab=a’ +2ab+b*-2ab=a’+b* =0

La matriz A es inversible Ja, bOR, {a® +b* # 0}

La matriz inversa de A cuando se cumple que esive, es la siguiente:

+b 2 +b -b ' !
A =2 g Adj. de A' = 2 ' pr=Ad de A
b a+b —-2a a+b | Al

o 1 a+tb -Db
= A= —
a“+b —-2a a+b
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senx si x>0
3°) Estudia la derivabilidad en x = 0 de la funcix) =

x?—-x si x<0

Por ser los dos trozos en que esta dividida laidmndos funciones continuas y
derivables en sus dominios, que ambos son R,eieslie su derivabilidad se limita al
punto critico, que es para x = 0.

Para que una funcion sea derivable en un puntmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, en principtaddamos su continuidad.

lim lim
_f(x)= senx=sen0=0
X - 0 x -0 lim lim
= _f(x)=1(0)= . f(x)
lim (X)_ lim (XZ_X)_O_f(O) X -0 X -0
X - 0" X0 e

La funcion f(x) es continua para x =0

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexdsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puatiegnas, son iguales.

cosx si x<0 f'(O‘):cosozl
f'(x)= = - (0)=1(0)
2x-1 si x=0 f'(0°)=2.0-1=-1

La funcién no es derivable para x =0
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- : . +4
49°) Calcula la siguiente integral deflnlda.zj X d
N1-x°

X+4 X
| = dx=[—2— dx+ dx+4 dx=1,+4l, (*
J1-x2 I 1—x2 I / I /7 I /7 RS )
X 1-x* =t 1.1 1.1
= = - == 2 =
= — dx = oy dx=dt : dx=—Ldt = |, Zjﬁdt zjt dt
o 1
2 2
=11 +c=-1.U C——t2+C—— t+C=-+41-x*+C =1
2 1 2 1
_.4,+.l -
2 2
I, = 1 d +C =1
z—jﬂ X =arc sen x

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos pa b, resulta:

| =4arc senx—+/1-x*> +C
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59) Discute, segun los valores de a, la posicitativa de los siguientes planos indican-
m=(@a+l)x+y+z=3

T, =X+2y+az=4

T, =EX+ay+2z=2a

do las figuras que determinan (no es necesaridvertm):

Las matrices de coeficientes y ampliada que datemos tres planos son:

a+l1 1 1

a+l 1 1 3
M= 1 2 al;M=1 2 a 4
1 a 2 1 a 2 2a
a+l 1 1
IM|=| 1 2 a|=4(a+l)+a+a-2-a’(a+1)-2=4a+4+2a-4-a°-a’=
1 a 2

=-a’-a’+6a=0; -ala®>+a-6)=0;a=0; a>+a-6=0

. ~1+1+24 -1+./25 -1+5

= a =2; a,=-3
2 2 2 : :
az0
Para { a#2; RangoM =Rango M'=3=n° incog. = Compatible Determinado
az-3

Veamos el rango de M’ para los valores que anellaeterminante de M:

N

EX+y+Z:3
Para a = 0 el sistema resujta, = x+2y =4

. (No existen planos paralelos)
T, =X+2z=2a

11 1 3
Para a=0= M'=(1 2 0 4|.
1 0 20

Vamos a determinar el rango de M’:

1
c.c,.cl=1 =4-6=-2#0 = RangoM'=3
1

o N -
o b~ W




M =3X+y+z=3
Para a = 2 el sistema resujta, = x+2y +2z=4. (Los planosz, y 7, son
TT,=X+2y+2z=4
coincidentes)

3113
Paraa=2 = M'=|1 2 2 4| = RangoM'=2.
1 2 2 4

Para a=2 = RangoM = RangoM'=2<n° incég = Compatible Indeterminado

T, =-2X+y+z=3
Para a = -3 el sistema resujta, = x+2y-2z=4 . (No existen planos parale-
T,=X-2y+2z=-4
los)
-2 1 1 3

Para a=-3 = M'=| 1 2 -2 4
1 -2 2 -4

Vamos a determinar el rango de M’:

-2 1 3
{c.c,,cl=11 2 4|=16-6+4-6-16+4=-4#0 = RangoM'=3
1 -2 -4

Para a=-3 = RangoM # RangoM' = Incompatilte

Conclusion:
az0
Para < a#2; los planos 7z, 77, y 71, se cortan en un punta
az-3

a=
Para {a— _3} los planos 77, 77, y 77, se cortan dos a dos

Para a=2 los planos i, y n, son coincidenés y secantesa 7,
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6°) Calcula las dimensiones del triAngulo isos¢etexcrito en una circunferencia de
radio la unidad que tiene area maxima.

N|o

S

Los triangulos rectangulos ABE y BED semsjantes por lados perpendiculares,
por lo cual se pueden establecer la siguienteiéelac

21 P4

milm
I

x |N o

2 2
:>b—:hx;; h—b—
4

4x @

N oo

De la observacion de la figura se deduce xque -h.

Sustituyendo el valor de x en la expresion (1):

_ b’ 2 _ ) e -
h—m:b =4h(2-h) ;; b=2/h(2-h). (2

El valor de la superficie del triangulo sgb—zh que tiene que ser maxima, por

lo cual su derivada tiene que ser cero. Sustituyehgalor de b de la expresion (2):

_b-h_2Jh(2-h)-h_

S = /h*(2-h)=s
5 5 (2-h)

oo 3 (2-h)+h®.(-1) _6h?>-3n*-h®> _ 6h*-4h®> _ 2h?*(3-2h) _ h?(3-2h) _

2/ni2-n)  24h*(2-h) _21/h3(2—h)_2¢h?’(2—h)_¢h3(2—h)_S




h?(3- 2h)
h*(2-h)

S=0= =0;; h’(3-2h)=0;; h,=0;; h, 2221'5 unidades= h

Vamos a justificar que se trata de un maximo pardl’s:

(6h—6n2) - V2 =  (an2 —2he) . O —4°

godni-2n 242h° -h* _
2h® - h* 2h* —h*

_6h(1 h) - /h*(2-h) -h?(3-2h) 2

B h*(2-h) B

6h(1-h) - h*(2-h)-h*(3-2h)(3-4h)
_ h*(2-h) _6h*(1-h)(2-h)-h*(3-2h)(3-4h) _
) h*(2-h) i h*(2-h)hyh(2-h) i
_6(1-h)(2-h)-(3-2n)3-4h) _6(2-h-2h+h?)-(9-12h-6h+8h?)
B (2-n)J/h(2-h B (2-h)\h(2-h) B
_12-18h+6h?-9+18h-8h* _  3-2n’

=g"
(2-h)/h(2-h) (2-h),/h(2-h)

3—2-(3j 3-2.

)= -
3) /3 3 1\/3
2-" 1 [2.]2-= :
=203
Sustituyendo el valor de h en la expresion (Ykseene el valor de b:

b=2Jh(2-h)=2 /2-(2—2) :2‘/:—23-%:2 :31:@, unidades= b

Del triangulo rectangulo ABE y mediante el teoredeaPitagoras:

2 2 2
a2:h2+(9j :(Ej + @ _g §_1_2_3 ;7 a=+/3 unidades
2 2 2 4 4 4

Se trata de un triangulo is6sceles- equilatero de lado +/3 unidades

iz—2—\/:_3<0:> Max., c.qd.
V3

s'(

N R
I
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PROPUESTA B

1°) Dados el planoz = 2mx+6(m-1)y +(m+3)z+2m+4=0 y la recta r que pasa por
los puntos A(2, 0, -3) y B(3, 2, -2), determinasngs posible, para que el plano y la
recta sean ortogonales.

a+b b

2°9) ¢ Para qué valores de a y b tiene inversa lazmat
2a a+b

j? Calcula la ma-

triz A1 cuando existe.

senx si x>0
3°) Estudia la derivabilidad en x = 0 de la funcidx) =
x*=x si x<0

49) Calcula la siguiente integral definida.tj x+4 dx.

1-x?

(Resueltos en la propuesta A)
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59 Halla la ecuacién del planm que pasa por el punto A(1, 1, 2) y es paralelasa |

x=2-t _{2x—y+z:—2
y s=

rectasr =y =t ~ 4
{Z=—1+2t x+y+3z=1

La expresion de la recta s por unas ecuacionesngéinicas es la siguiente:

_|2x-y+z=-2 ., 2Xx—y=-2-1 T
S_{—X+y+3zzl - ﬂn _X+y:1_3/1} - X=-1-44 1y

Xx=-1-4/
2x-y=-2-A4 _ — -
—2x+2y:2—6/1} - Y=t = s_{;/:_/]m

Un vector director de las rectasry s son (-1, 1, 2) y v =(-4, -7, 1), res-
pectivamente.

El planon se puede determinar por el punto A y los vectareg Vv :
x-1 y-1 z-2

n(A; U, V)E -1 1 2 |=0:;
-4 -7 1



(x-1)-8(y-1)+7(z-2)+4(z-2)+14(x-1)+(y-1)=0 ;;
15(x-1)-7(y-1)+1z-2)= 0 ;; 15x—15-7y +7+11z-22=0 ;;

n=15x-7y+11z-30=0
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X
+4

6°) a) Representa graficamente la cupva——— . Para ello calcula asintotas, puntos
X

criticos e intervalos de crecimiento.

b ) Calcula el area del recinto limitado por laveuanterior y las rectas x =ay x = b,
donde a y b son las abscisas de los puntos domdeva alcanza su minimo y maximo.

a)
Se trata de una funcién racional cuyo dominio gpdR no existir valores reales
de x que anulan el denominador.

Es simétrica con respecto al origen por serx) = - f ().
Las asintotas son las siguientes:

Horizontales:

Son los valores finitos de f(x) cuando x tiende«a:

"™ tix)=0
I ()= lim ()= m x X = oo
y= :>y_x_>+oo X_xﬁ—oo X_x_>oox2+1_——_y:> lim
f(x)=0"
X - — -

La solucién de este apartado es logica si tenemazienta que la funcién es si-
métrica con respecto al origen de coordenadas.

Verticales:
Son los valores finitos que anulan el denominadhartiene.

Oblicuas:

Para que una funcion racional tenga asintotasu@sies necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddet@minador.

En el caso que nos ocupa: no tiene.

Los maximos y minimos relativos de la funcién Emnsiguientes:

, _1-(x2+1)—x-2x_x2+1—2x2_ 1-x> _
()= (x? +1)° ) (x> +1f (x> +2)f =0




f'(x)=0=>1-x*=0;; 1+x)1-x)=0=
=-1

2

)=~ 2 [+ ~(-x) 2- [+ 1) - 2x _ -2x - (¢ +1)-4x - (- x?)
(x2 +2)f (x* +1)

_ —2X° —2x—4x+4x® _ 2% —6X _ 2x(x2 —3) - £(x)
(¢ +1) (¢ +1f (¢ +1)

f(1)= =—<0 = Maximo = f(l):% = P(l %j

f"(‘l):_z.(l_3)=ﬂ>0 = Minimo = f(—1):—%

y
QO
|
_I_\
|
| =
N——

(L+1)" 8 2
X, =0
(x)=0 2()((2X21_)§):0:>2x(x2—3):0:> X, =3
+
X =3

e fe 2y

Froo(x) = (6x2 - 6)(x2 +1)3 - (2x3 - 6x) -3(x2 +1)2 - 2X (6x2 - 6)(x2 +1)—6x (2x3 —6x)

_6x* +6x° —6x° —6-12x* +36x> _ —6x* +36x° =6 _ —6(x' —6x* +1) _ £ ()
(¢ +1J (¢t +1J (¢ +1)

f"'(0)z%6¢o:> P. Inflexion ;; f(0)=0 = O(0, 0)

f"'(\/:_%): ‘6(9;é8+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(\/:_%):% — M[\/é, ?j

f"‘(—\/:_%): ‘6(9;618+1)¢0:> P. Inflexién ;; f(—\/:_%):—? — N(—\/é, _gJ

Teniendo en cuenta que se trata de una funcidmaary los valores del maximo
y minimo, los intervalos de crecimiento y decreeimid son los siguientes:



|x|>1 = f'(x)<0 = Decreciene: (-, —1)0 (1 +)

b +af |x|<1= f'(x)>0 = Creciente (-1, 1)

La representacion gréafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:

x4

b)
Teniendo en cuenta la simetria de la funcion Jadebservacion de la gréfica se
deduce que el area pedida es la siguiente:

1 L x> +1=t x=1-1t=2
Sz2-jf(x)-dxz2-jx2+l-dx = de:%dt

0 0

Xx=0-1t=1

S=2. 1 ﬂ_[u] =L2-L1=L20069u?=S
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