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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas. Si algun alumno es sorprendido con una caordano autorizada, podra ser expul-
sado del examen; en todo caso, se le retirarddaladora sin que tenga derecho a que

le proporcionen otra.

PROPUESTA A
11 1
1°) Hallad, segun el valor de a, el rango de laimat =|1 a 1
11 a°
11 1
IM|=|1 a 1|=a’+l+l-a-1-a’=a’-a’-a+1=0 = Resolviendo por Ruffini:
11 a°
1 -1 -1 1
1 1 0 -1
1 0 -1 0
1 1 1
1 1 0
-1 -1
1 0

Las raices diferentes sonaly a = -1.

azl
Para{a 1} = Rangode M =3

A. Menguiano



111
Paraa=1lamatrizeg=/1 1 1| = RangoM =1.
111

1 1 1
Paraa=-llamatrizeg={1 -1 1| = RangoM =2.
11 1
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Ne
2°) Hallad! = |

w

3
I:j 2X cdx =
° 2

{2-23_2.2}_

3
2x - dX.
xZ +1
M +1=t - x=+3 - t=2
x=0 - t=1
xdx =dt ;: 2x* =2t> -2
VX% +1

3
2-1 -21 ::15?—-4-—2%4-2::!f%—-2::
3 3 3 3
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39) Calculad una ecuacion del plano que pasalpumgo P(1, 2, -1) y es perpendicular

2Xx+y+z=3
alarecta = .
Xx-y+z=1

La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es la siguiente:

2x+y+z=3 2x+y=3-A1
r= y = 7= > y = 3x=4-21 :; x=ﬂ—g/]
Xx-y+z=1 - Xx—-y=1-A4 3 3
x:ﬂ—g/]
3 3
4 2 1 1 1 1
X=y=1-A ;;, y=X-1+A=—-—A-1+A==+=-A=y = r=qy=—+=-A1
y y 3 3 3 3 y y 3 3
z=A

Un vector director de la recta r puede ser cualqgiee sea linealmente depen-

diente del vecton' =(—§, % 1), como por ejemplor =(- 2, 1, 3).

El haz de planos perpendiculares a la recta rriieneno vector normal al vector

director de la recta, o sea:=(- 2, 1, 3), y la ecuacion general del haz de planos es I:
siguiente:a =-2x+y+3z+ D =0.

De todos los infinitos planos del haz, el plamduscado es el que contiene al
punto P(1, 2, -1):

=-2x+y+3z+D=0
} = -2.1+2+3-(-1)+D=0;; -2+2-3+D=0;; D=3
P(1 2 -1)

m=-2x+y+3z+3=0
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4°) Dada la funcionf (x) = 3X+_1 hallad su dominio, sus asintotas, sus intenddosre-

’
X2

cimiento, sus maximos y minimos. Haced una reptasigm grafica de la funcién que
refleje los datos obtenidos.

Por tratarse de una funcién racional su domini® gexcepto los valores reales
de x que anulan el denominador:

3+x2#0, 0xOR = D(f)=R

Las asintotas horizontales son los valores danleidn cuandox — +o:

lim x-1 lim x-1 . . :
= =0 = La recta y=0 (Eje X) es asintota horizontal
X > 40 3+ %% X - —o0 3+ X2

Las asintotas verticales son los valores finios g¢ara los cuales se anula el de-
nominador:3+ x> # 0, OxOR.

La funcidn no tiene asintotas verticales.

Por ser el grado del numerador menor que el gladlaumerador, la funcion no
tiene asintotas oblicuas.

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento raoos a la primera derivada:

() — 1-(3+x2)—(x—1) 12X _ 3+ X7 2T +2x _3+2x-x" _ .,
f (X) (3+X2)2 (3+X2)2 (3+X2)2 f (X)

Como quiera que el denominador es positivo paedgaier valor real de x, el
signo de la derivada es el mismo que el del nuroerad

244412 2416 _2+4

3+2x-x*=0 :; x*=-2x-3=0:; x=
2 2 2

1+2=x,=-1;; X,=3

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento ertres intervalos en que las rai-
ces de la derivada dividen a la funcién, estudiaehdamo intermedio al que pertenece
el valor de x mas sencillo posible, que es el cero:

f'(0) :w =150 = creciente

Creciente (-1, 3)

Decrecieng: (- oo, —1)0 (3, + )




La funcion tiene un maximo o un minimo relativagbos valores que anulan la
primera derivada y, para diferenciar unos de atosrrimos a la segunda derivada:

()= (2-2x) -3+ x) -+ 2x-x2) 2.3+ x) - 2x _(2-2x) -(3+x*)-ax{3+2x—x?) _
(3+x) (3+x2f

_64+2x2 —6x-2x7 —12x—8x? + 4% _ 2x° —6xX? ~18x+6 _ 2(x° —3x* —9x +3) _

e s T

(gAY -3 (1 -9 (-)+3_2(-1-3+9+3)_2.8 .
e o o] ey 0 Minmo para x= 1

f(—1)=3;%__11)2 :3_+21=_7,2=_% = Minimo relativo: P(—l —%)

f(3)= A3°-3.32-9.3+3)_ A27-27-27+3)_2-(-24)

<0 Maximo para x=3
[3+32]° (3+9)° 12° - P

=———=——=—== = Maximo relativo: Q| 3, 1
3+32 3+9 12 6 6

Con los datos obtenidos anteriormente et@lo en cuenta que la funcion se anula
para x = 1, por lo que corta al eje X en el puntb,A), y que parax =0 e;s:—l, cor-

ta al eje Y en el punt@(o, —%J se puede representarse la funcion cuya grafida es
siguiente:

AY
1
_ f(x)_.g
X = G1 ,1Ag— _3
‘——...-~. - ) o~ 3 )(
= B
-1
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59 Consideramos el plano de ecuacion3x+ay+4z=1 Yy la recta r que pasa por los

puntos P(2, 0, -1) y Q(-2, 1, 2). Discutid, segtm Valores de a, la posicion relativa de

la recta y el plano. Hallad, en los casos en qae paralelos, la distancia entre la recta
y el plano.

El vector director de la recta es el siguiente:
v=PQ=Q-P=(-21 2)-(2 0 -1)=(- 4 1, 3).

La expresion de r por unas ecuaciones implicikas e

_x-2_y_z+1 {X—2=—4y _{x+4y—2:O
rsE—=="=——- = = r=
-4 1 3 dy=z+1 3y-z-1=0
X+4y-2=0
El sistema formado por el planoy la rectar es3y-z-1=0 ; las matrices
3x+ay+4z-1=0
14 0 14 0 2
de coeficientes y ampliada som=/0 3 -1| y M'=|0 3 -1 1|, CuyoS rangos en
3 a 4 3 a 41
funcidon de a son los siguientes:
14 0
IM|=|0 3 -1/=12-12+a=a=0
3 a 4

Para a20 = Rango M =Rango M'=3=n° incég = Compatible Determinado

Para a#0 = La rectar y el plano 77 tienenun punto en comdn son secantes

1 4 0 2
Para a=0 = M'=|0 3 -1 1| = RangoM' = {C, C,, C,} =
30 41
1 4 2
= |0 3 1{=3+12-18=15-18=-3#0 = RangoM'=3
3 01

Para a=0 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatile

Para a=0 = La rectar y el plano /7 no tienen ningln punto en comur son paralelos




La distancia del punt®,(x,, y,) al plano genéricar = Ax+By+Cz+D =0 vie-
_ | Ax, +By, +Cz, +D|
\/A@ + BZ +(:2 '

ne dada por la formulat(P,, 7)

Aplicando la formula al plan@=3x+4z-1=0 y al punto P(2, 0, -1):

[3-2+0-0+4-(-1)-1| |6+0-4-1|

1
d(r, m)=d(P, )= -
(v, m=d(P. 7 32 +0? + 42 Jo9+0+16 /25

unidades=d(r, 7)

gl
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PROPUESTA B

11 1
1°) Hallad, segun el valor de a, el rango de laimat =|1 a 1
11 a°
3 3
2°) Hallad! = [—2X— . dx.
oV X +1

3°) Calculad una ecuacién del plano que pasalpameo P(1, 2, -1) y es perpendicular
2Xx+y+z=3
X-y+z=1

(RESUELTOS EN LA PROPUESTA A)

a la rectar s{

x—-3y—-4z=3
4°) Discutid, segun los valores de a y b, el sig@isistemajax+3y -az=0
x+3ay-10z=b

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

1 -3 -4 1 -3 -4 3
M=la 3 -a|y M'=|la 3 -a 0}, cuyos rangos en funcion de los para-
1 3a -10 1 3 -100b

metros a y b son los siguientes:

1 -3 -4
|M |: a 3 -a|=-30-12a*+3a+12+3a®*-30a=-9a®’-27a-18=0 ::
1 3a -10

_-3+49-8 -3+41_ -3%1

a’+3a+2=0:: a
2 2 2

= aq=-1;, a=-2

az-1 L , .
Para { } y ObOR = Rango M =Rango M'=3=n° incog = Compatible Determinado
a

1 -3 -4 3
Paraa=-1= M'=s|-1 3 1 0| = {c,=-3Cc,} = RangoM' = {C,, C,, C,} =
1 -3 -10 b

1 -4 3
=1-1 1 O0|=b+30-3-4b=27-3b=0;;9-b=0;; b=9
1 -10 b



a=-1
Para { } = Rango M =Rango M'=2<n° incog = Compatible Indeter minado

a=-1
Para {b;tg } = Rango M =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilte

1 -3 -4 3
Paraa=-2 = M'=|-2 3 2 0| = RangoM' = {C, C,, C,} =
1 -6 -10 b
1 -3 3
= |-1 3 0[=3p+18-9-3b=9#0 = RangoM'=3 [bOR
1 -6 b

Para a=-2 y IbOJR = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilbe
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5°) Consideramos la funciém(x)=2arc tag x - x. Calculad su dominio, sus intervalos

- . . lim lim
de crecimiento, sus maximos y minimos. Calculad (0 f(x) y f(x).
X —» +0o X —00

-

Dibujad una gréfica de la funcién que refleje latod obtenidos.

La funcion arc tan x se define como el Un'wo[—’—;, ﬂ tal que tag y = x. La

imagen de la funcién arc tan x es el inter\{alé;-[, g} y su dominio es R.

Teniendo en cuenta lo anterior, la funcid(x)=2arc tag x-x, que es la suma

algebraica de dos funciones continuas y derivadteR, es por ello continua y deriva-
ble en R, 0 sea: su dominio es R.

Sus intervalos de crecimiento y decrecimientolgsrsiguientes:

oy 1 _2-x*-1_1-x*_
fii)=2 1+ x* = 1+ x? _1+x2_f(x)

Teniendo en cuenta que el denominador es pogava cualquier valor real de X,
el signo de la derivada es el mismo que su humerade® =0 = x, =-1;; x, =1.

Las raices dividen el dominio de f(x) en los intdog (-, -1), (-1 1) y (1, »);
para determinar el signo en cada uno de ellosequadternativo, estudiamos un valor
sencillo en uno de ellos: por ejemplo el valor & el intervalo central:

Para (-, -1) = f'(x)<0 = Decreciene

A2
f'(0)=1+g1 =1>0 = {Para (-1, 1) = f'(x)>0 = Creciente

Para (, ) = f'(x)<0 = Decreciene

Una funcion tiene un maximo o un minimo relatiarglos valores que anulan la
primera derivada; para diferenciar cada caso necosra la segunda derivada:

,,X_—2x-(1+x2)—(1—x2)-2x_—2x-(1+x2—1+x2)_ -2x® oy
) R /) L Pov) S

— = 3
fr(-1)= 2-(-1) =*250 = Minimo relativo para x=-1

L+ (-1 2




f(-1) = 2arc tag (—1)+1=2-(—’747j+1=—’—7+1=_”2+25—057 — Min. P(-1 - 057)

—_ . 3 —_
fr :A:—2<O = Maximo relativo para x=1

[1+ 12]2 22

f (1) = 2arc tag 1—1=2-§—1=§—1=”;25057 — Max Q(1, 057)

f(0)=2arctag0-0=2-0=0 = La funcién pasa por el origen.

lim _lim N T
N f(x)—x_)+oo(2arctagx x)—Z-E 0 ==00

lim f(x)= lim (ZaFCtaQX—X)=2-(—’—2Tj+oo:+_oo

X - —00 X —» —00

Con los datos obtenidos puede hacerse una repaesengrafica aproximada de
la funcidn, que es la siguiente:

1\\\\ A\(
N\
\ f(x) = arc tag x - X

N\ 1

O

o
R

N\

Noétese que la funcidn es simétrica con respeatogen.
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