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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas ni calculen integrales. Si algun alumno esrengido con una calculadora no auto-
rizada, podra ser expulsado del examen; en todm sasle retirara la calculadora sin
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Hallad para qué valores déa distancia entre el punto P(1, 2, 1) y el pldececua-
cidn n=3x+4y+az+3=0 es 2.

Sabiendo que la distancia de un pupfx,, y,. z,) a un plano de ecuacién gene-
Ax, + By, +Cz +D la

++/ A% +B%+C?

distancia de P(1, 2, 1) al plamc=3x + 4y + az+3=0 es la siguiente:

ral n=Ax+By+Cz+D=0, viene dada por la formula(p,, 7)=

1+ 4.2+ 1+
d(P, m)=2= S:it4. 2% 1r3_3+8vard e ., 14+ a=+2y25+a” ;;

s\ +47+a?  £4/9+16+a° y25+a?

(14+a)? = 425+ a?) ;; 196+ 280 + @ =100+ 4a® ;; 30 - 280 - 96=0.

a, =12
g 28t J784+ 4-3:96 28+./784+1152 28++1936 28+ 44 14+22 N o
2.3 6 6 6 3 a,=-3 '
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12 3 6
2°) Hallad las matrices A que verifican la ecuac¢ipn3 1|- A=|6]|.
312 6

Este ejercicio puede hacerse de varias formagjelefias son las siguientes:

X
12) Sabiendo que la matriz A tiene que ser derladn=| y |, seria:
z
1 2 3 X 6 X+2y+3z 6 X+2y+3z2=6
2 3 1|-|y|=|6];;|2x+3y+2z|=|6| = 2Xx+3y+2=6;.
312 z 6 3X+y+2z 6 3X+y+2z=6

Resolviendo por la Regla de Cramer:

6 2 3 12 3
6 3 1 6-11 3 1
(=181 2 112 =6-(6+3+2—9—1—4)=6-(11—14)=—_3=1=X
1 2 3| 6+6+6-27-1-8 18-36 -18 -3
2 31
312
1 6 113
2 6 6-12 11
_I3 _ |31 2 2+3+6-9-1-4_11-14_-3___
T T -3 B
126 121
2 36/ 6:/2 31
,-13 16/ 311 _3+6+2-9-1-4_11-14_-3_ __
-18 -18 -3 -3 -3
1
A=|1
1
22 forma)

Resolviendo por una ecuacién matricial:

La matriz inversa de1 = es la siguiente:

w N

2
3
1

N P W



123 123
MT=M=2 3 1|;;|M|=[2 3 1|=6+6+6-27-1-8=18-36=-18=|M |
312 312
‘3 1‘ _‘2 1‘ ‘2 3‘
1223 1332 31 12 5 -1 -7 L[5t 7
Adj(M7)=]| - - -1 -7 5| = M'==.1 7 -5
1 2] (32 31\ ¢ 4 I —
2 3 |13 |12
31 2 1 |2 3

Multiplicando los dos términos de la ecuaciéon daolala inversa hallada:

-5 1 7 1 2 -5 1 7 6
%-17—5-231-:%-17—5-6;;
7 -5 1 31 2 7 -5 1 6

-5 1 7 1 -5+1+7 3 1
| - :E- 1 7 -=5|-|1|== 1+7-5 :£-3:1:A
18 3
7 -5 1 1 7-5+1 3 1
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1+ x*

1+t* 2

()= £-(e=] dx:{ p }: fM)=2 -2 =1 actgt+c =

= f(x):% .arc tag (x?)+C

Teniendo en cuenta que f(1) = 0:

f(l):% carc tag (12)+C =1 ;; %-arctag 1+C=1;;

8-7

f(x)=% . arc tag (x?)+

.£+C:1 v C:1—£:8_n:C
4 8 8

N

:% -[4arc tag (x2)+8—7T]= f(x)
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4°) Dada la funcionf(x)=ax® +bx* +c, determinad a, b y ¢ para que se cumpla que I

2
funcién tenga un minimo en el punto P(2, -3) y §ueqdx=-2.
0

Por contener al punto P(2, -3) tiene que ser:

f(2)=-3 = a-2°+b-2?+c=-3 ;; 8a+4b+c=-3 (1)

Por tener un minimo en el punto P(2, -3) debeaagelsu derivada para x = 2:

f'(x)=3ax’ +2bx = f'(2)=0 = 3a-22+2b-2=0;;12a+4b=0;; 3a+b=0 (2

2 2 4 3 2 4 3
[ t(dx=-2 ;; j(ax3+bx2+c)dx: G P P . R e
4 3 0 4 3

0 0

4a+gb+2c=—2 ;; 12a+8b+6Cc=-6 ;; 6a+4b+3c=-3 ©)

Resolviendo el sistema formado por las ecuacidhe$d) y (3):

8a+4b+c=-3
8a+4-(-3a)+c=-3 ) 8a-12a+c=-3 )| -4da+c=-3
3a+b=0 } -b=-3a =
6a+4-(-3a)+3c=-3] 6a-12a+3c=-3/ -6a+3c=-3
6a+4b+3c=-3
4da-c=3
= 2a=2;; a=1;; b=-3a=-3=b ;; 4a-c=3;; c=4a-3=4-3=1=c
—-2a+c=-1 — —_— —

La funcion resulta serf(x) = x* - 3x? +1
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59) Calculad una ecuacion del plangue pasa por los puntos A(1, 2, 3), B(2, 3, 1) y
C(3, 1, 2). Calculad una ecuacion de la recta rgpsa por los puntos P(1, 0, -1) y
Q(1, -1, 0). Determinad la posicion relativa de la recta I glanox.

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

—_—

u=AB=B-A=(231)-(1 2 3)=(1 1 -2

Vv=AC=C-A=(31 2)-(1 2 3)=(2 -1 -1)
Considerando, por ejemplo, el punto A, la ecuag@émeral den es la siguiente:
x-1 y-2 z-3
n(A; u, V)s 1 1 -2(=0;
2 -1 -1
-(x-1)-4(y-2)-(z-3)-2(z-3)-2(x-1)+(y-2)=0 ;; -3(x-1)-3(y-2)-3(z-3)=0 ;;

Xx-1+y-2+z-3=0
T=EX+y+z-6=0

La recta r pedida tiene como vector director & PQ:
w=PQ=Q-P=(1 -1 0)-(1 0, -1)=(0, -1 1).
Una expresion vectorial de la recta r es la sigeie

r=(x, y, z2=(1 0, —1)+A(0, -1, 1)

El vector normal del planoes n =(1, 1 1).

Teniendo en cuenta que - n=(0, - 1, } -(1 1, 1)=0-1+1=0. El vector director
de la recta es perpendicular al vector normal @&l lo cual supone que:

La recta r y el plana son paralelos.
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PROPUESTA B

1°) Hallad para qué valores dda distancia entre el punto P(1, 2, 1) y el pldaecua-
Cibn n=3x+4y+az+3=0 €s 2.

1 2 3 6
2°) Hallad las matrices A que verifican la ecuac¢ipn3 1|- A=|6]|.
312 6

X

f(1)=0.
el

39) Calculad una funcion f tal que(x) =

4!

(RESUELTOS EN LA PROPUESTA A)
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ax+b si x<1

49) Hallar para que valores de ay b la functgx)={ 4x . s es continua y deri-
— S X
1+x

vable en el punto x = 1. Calculad, para los valoles y b calculados anteriormente,

) “m_ f(x) . lml f(x). Haced una gréfica de la funcién que refleje la®sl obte-
nidos.

Para que una funcion f(x) sea continua para uor & X, X = ¥ €S necesario que
existan los limites por la izquierda y por la deeaue sean iguales e igual al valor de
la funcion para ese valor.

Para que f(x) se continua en x = 1 tiene que cusgtjue los limites por la iz-
guierda y por la derecha sean iguales e igual@y:a f
lim lim
f(x)

.1 :Xal(ax+b):f(1)= a+b

= a+b=2 (¥

X_ P
X-11+x? 1+1 2 —

lim (x)= lim 4x 4.1 4 _
X -1

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexdsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puattegnas, son iguales.

a Si x< f'(l‘):a
)= 4 o = folr)= 4 4oy = asl= () = b=l
(1+x)* (1+2)* 4

Xx+1 si x<1
Para los valores de a y b hallados la funciénit@ser f(x)=< 4x

si 1>x
1+x
[im f(x): [im (X+1):_oo [im f(x)= [im ﬂ:4
X — —00 X — —00 = X — +oo X 4o 1+ X =

La representacion grafica, aproximada, de la imes la que se expresa en el
grafico adjunto.

Se ha tenido en cuenta que en el intervatg 1) la funcion es f(x) = 1 + x, dos
de puntos son A(1, 2) y B(-1, 0).

En el intervalo (1, ) la funcién esf(x)=14TX, gue tiene la asintota horizontal
X

y=4 Yy, ademas contiene a los puntos A(1, 2) y C(3, 3).



Y4
4

x+1 si x<1

4x

f(X)=J
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5°) Dados los planos, =x-y+z=1, m,=2x-3y+z=0Y m,=ax—-4y+2z=b, determi-
nad a y b para que se corten en una recta realubpdnto y un vector director parar.

Para que los tres planos se corten en una regtacesario que el sistema que
formen sea compatible indeterminado y con un goelbbertad, es decir, que los ran-
gos de las matrices de coeficientes y ampliada ige@hes a dos (segun el Teorema de
Rouché-Frobenius).

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

1 -1 1 1 -1 11
M=l2 -3 1|]yM'={2 -3 1 0].
a -4 2 a -4 2 b
1 -1 1
RangoM =2 = |2 -3 1(=0;;, -6-8-a+3a+4+4=0;; 2a0-6=0;; a=3.
a -4 2
1 -1 11
M'=[2 -3 1 0| = RangoM =2 = {F, +F,=F,} = b=1
3 -4 20D

Sabiendo que los planos se cortan en una reéftar,se puede expresar por el
sistema formado por dos cualquiera de las ecuasaéos planos, por ejemplo:

—_ + :1
r{xyz

2x-3y+z=0

La expresion de r por unas ecuaciones paraméaghssiguiente:

. X-y+z=1 x—yzl—)l} 2x—-2y=2-21

n
f_/;\
N
X
|
w
<
+
N
1
o
N
x
|
w
<
1
|
A

x=3
X=1-A+y=1-A+2-A=3-2A=xXx = r=iy=2-4
z=A

Un punto y un vector de r son P(3, 2, O) y V:(Z, 1 —1).
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