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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programabl
gréficas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculador:
autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calcul
sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

. . 2 .,
1°) Determina para qué valores @da rectar E{ y el plano de ecuacion

7n=3x+az=4 son paralelos.

La recta r y el plana son paralelos cuando no tienen ningan punto en comun; ¢
decir, cuando el sistema que forman es incompatible.

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos que un sistema de ecuacion
neales es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliad
nen rangos diferentes.

2X+y+z=7
El sistema que forman rayes:{ x- y+3z=a.
3x+az=4

Las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente:

2 1 1 2 1 1 7
M={1 -1 3 yM=1-13 aj.
3 0 a 3 0 a 4
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El rango de M en funcion dees el siguiente:

2 1 1
IM[=|1 -1 3|=-2+ & 3a=12 Ba=34-a)=0 = a=4.
3 0 a
2 1 17
Paraa =4 la matriz M’ esM'=| 1 -1 3 4|y surango es el siguiente:
3 0 4 4
2 1 7
RangoM'={C, C,, C,}=|1 -1 4|=- 8 12+ 21 4=21# 0= Rango M'=3.
3 0 4

Para a=4 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatilbe

Parao = 4 |la recta r y el plan@ son paralelos.
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2°) Dibuja las dos curvag= x* -1, y=-x*+x. Halla el area comprendida entre ambas.

Yt D
Los puntos de corte de las graficas se obtienen resol-
viendo el sistema que forman:
= 3—1
y=x = X-1=-X+x;; X+xX-x-1=0.
y:—X2+X y = -)<.2+X I
dA

Resolviendo por Ruffini se obtienen las soluciones:

x=15 %=x%=-1.

Los puntos de corte son A(1, 0) y B(-1, -2). y=>
Son puntos dg/ = x* -1, C(-2, -9) y D(2, 7) y otros F G
puntos dey=-x* +x son E(2, -2), F(-2, -6) y G(3, -6).
) \
La representacion gréafica de la situacion es, aproxi- \
madamente, la indicada en la figura adjunta. C \

Como puede observarse, en el intervala 1), todas las ordenadas de la curva
y=-x*+Xx son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la c

y=x°-1, por lo cual el area pedida es la siguiente:

gjl[(‘ + ¥-(2-1]- dx:_jl(->?—>€+x+l)'dx:{—§—§+x—22+x£:
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3°) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamos A, que cumplen las siguientes cc
ciones:A°=0y (1 1) - A=0. (O denota una matriz nula?A A - A).

Sea la matrizo\:(a bj.
c d

a b atc=0-c=-a
(11 -A=0 = (1 ])(c dj_o” (a+c b+d)=(0 0):{b+d20_>d:—b'

-a -b

) a b a b 00 gd-ab ab-b? 00
A=0 = . = . - —
(—a —bj (—a —bJ (0 OJ (—ahab —ab+b2j (0 Oj

2 — = N —-b)=
:{a ab=0 a(ab)(())

, : : a b
Segun lo anterior, la matriz A resulta ser de la fom;a{ j

= a=h OabOR.

¥ -ab=0 - bb-a)

. a a
Las matrices sonde la forma A:( j HallR
-a —-a
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X si x<1
4°) Encuentrar y b para que la funciori(x)=1 ax+ b si 1<x<2 sea continua en los
2X si 2<X

puntos x = 1, x = 2. Determina, para los valores giéb hallados, si la funcion es deri-
vable en los puntos x =1, x = 2.

Para que la funcion sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los lim

por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion en
punto:

_f(x)= x*=1=1
X -1 X -1 -
Para x=1 = = a+b=1 (1)
X"f} f(x):xhin (ax+b)= a+b = f )

Para que la funcion sea continua para x = 2 tiene que cumplirse que los lim

por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion en
punto:

lim lim
. f(x)—xﬁ 2(ax+ b)=2a+b=f(2)
Para x=2 = = 2a+b=8 (2)
lim _lim 5\
= )-8

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b:? -a-b=-

1
= a=7;; b=-6.
2a+b=8| 2a+b=8

La funcidn f(x) es continuaparax =1y x =2 paralos valoresa=7yb =-6.

X si x<1
Paraa=7yb=-6lafuncion é¢x)=1 7x- 6 si 1<x<2

2X si 2<X

La funcién f(x) sera derivable para x = 1 y para x = 2 cuando las derivadas p
esos valores por la izquierda y por la derecha sean iguales.



2x si x<1
La derivada de la funcion es(x)={ 7 si 1<x<2.
4x 94 2<X

Para x=1 = = f'(l‘)# f'(1+).

Para x=2 = = f'(2‘)¢ f'(2+).

La funcidon no es derivable en x = 2.
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5°) Calcula la distancia del punto P(3, -1, 3) a la reet%i)_ﬁyizz_:ldf'

La distancia de un punto P a una recta r viene dada por la siguiente férm
@557

| v]
Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealme
dependiente del vector que se obtienen al multiplicar vectorialmente los vectores 1

males de los planos que la determinan, querson(2, 1, 1) y n, =(1, -1, ).

d(P, r)= siendo Q un punto de ry un vector director de r.

i ] k
V=nOn =2 1 1|=i+j-X-k+i-3=2-j-%=(2 -1 -3)=v
1 -11

Un punto de larectares Q(1, 1, 1).

QP=P-Q=(3-13(119=(2-2 2.

ik
o 2 -2 2
" r)_‘QPDV‘_ 2 -1 -3|| | 6+4-X+&+2+6j|
I S ] Ve
|8+1OJ+2k| |44+5]+k|—— \/m—z—\/_z—&/éumd d(P, r).

N 1 14

*kkkkkkkkk




PROPUESTA B

2x+y+z=7

y el plano de ecuacion
X-y+3z=a

1°) Determina para qué valores a@éa rectar E{

7n=3x+az=4 son paralelos.

2°) Dibuja las dos curvag= x* -1, y=-x*+x. Halla el area comprendida entre ambas.

3°) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamos A, que cumplen las siguientes cc
ciones:A°=0y (1 1) - A=0. (O denota una matriz nula?A A - A).

(Resueltos en la propuesta A)
4°) Encuentray, b y ¢ para los que la funcion( 3= aLx+ bx+cx® tiene en el punto
. . lim
P(1, 0) un minimo relativo y cumple 1) =1.

X — +oo X2

Por pertenecer el punto P(1, 0) a la funcién se cumple:
f()E 0> aL tb -#c -£=0;; a-0+b+c=0;; b+c=0. (1)

Por tener en P(1, 0) un minimo relativo tiene que anularse su primera deriv:
para el valor x = 1:

f'(x):a-§+b+ zx = f()=0=> a-%+b+ 2 -1=0;, ath+2=0. (2)

- . lim
Por ultimo, por cumplirse qu)? f(x) =1, es:

- 400 X2

lim  f(x) _ lim alLx+bxtcd _ Iim (aLx b j_ lim alx,

2 2 - , t_+C 2
X - +00o X X —» +oo X X —» +oo X X X —» +00 X

lim
(E+CJZA+R+ c= A+0+c=A+c=1. (¥

a -

X | =

[im alLx oo ) [im lim a
A= -~ = — = Ind.= {L'Hopital} = -
X - +00 X 0 X - +o0  2X X - +oo 2X

:3:(_)_
00

Sustituyendo el valor de A en (*) resulta: ¢ = 1.

Sustituyendo el valor de cen (1): b = -1.



Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de b y c:

atb+ 2= 0;;a- % 2-1=0;;a-1+2=0;; a=-1.

La funcién resulta f(X=-Lx- x+x?
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. . |2X+y+z=4
59 Sean r y s las rectas en el espacio dadas por las ecuacsnes =1
X—-y+z=
o= X+y=2
| x+2y-3z=a
dicho punto. Estudia la posicion relativa que tienen las rectas para el resto de los va
deo.

. Calcula para qué valores déas rectas se cortan en un punto. Halla

Para que las rectas r y s se corten en un punto es necesario que el sistem:
forman sea compatible determinado.

La solucién del sistema son las coordenadas del punto de corte pedido.

2x+y+z=4

. Xx—y+z=1

Las rectas r y s forman el sistema: y
X+y=2

x+2y-3z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 1 1 2 1 1 4
1 -1 1 1 -1 1 1
M = y M'=
11 0 1 2
1 2 -3 2 -3 a

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea compatibl
terminado, los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser igua

El rango de M es el siguiente:

2 1 1
RangoM = {F, F,, F} = |1 -1 1|= I+ 1+ 1- 2=1# 0= Rango M =3.
110

Para que el sistema sea compatible determinado tiene que ser Rango M’ =
sea, tiene que Sem’|=0:

2 1 1 4 e Ear 30 2 5
1 -1 1 1 R 1 -1 1 1
|M'|: 0 2:0:> F3_>F3+F2 = 2 0 1 3 :O”
) F, » F, +2F, )
1 2 3 a 3 0 1 a+2



3 2 5 3 2 5
-1/2 1 3 (=0;;|/2 1 3 |= 0;@+ p- 16 1815+ 9-4a+2)=0 ;;
3 -1 a+2 3 -1 a+2

—(a+ 2 25+ 27=0;;a+2=2 ;; a=0.

Las rectas se cortan en un punto paxa0.

Para determinar el punto de corte resolvemos el sistema formado por tres de
ecuaciones del sistema determinado por r y s, por ejemplo, las tres primeras. Aplice
la regla de Cramer:

4 1 1 2 41
1 -11 111

x=l2 L Ol _tr2r2-4_ . 1200, 0 4oy
2 1 1] 1+1+1-2 1 -
1 -11
110

2 1 4

1 -11

11 2

2= =4 M 4-2-2=1=2.

El punto de corte es P(1, 1, 1).

Teniendo en cuenta que, segun los rangos de M y M’ pueden presentarse 10¢
S0s siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan.

Considerando queiallR, a#0 los rangos de My M’ son 3y 4, respectivamen-
te:

Paraa # 0 las rectas r y s se cruzan.
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