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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se 
le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 

 
Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables ni 

gráficas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con una calculadora no 
autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora 
sin que tenga derecho a que le proporcionen otra. 
 
PROPUESTA A 
  

1º) Determina para qué valores de α la recta 




=+−
=++

≡
azyx

zyx
r

3

72
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43 =+≡ azxπ  son paralelos. 
---------- 

 
 La recta r y el plano π son paralelos cuando no tienen ningún punto en común; es 
decir, cuando el sistema que forman es incompatible. 
 
 Por el teorema de Rouché-Fröbenius sabemos que un sistema de ecuaciones li-
neales es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tie-
nen rangos diferentes. 
 

 El sistema que forman r y π es: 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente:  
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 El rango de M en función de α es el siguiente: 
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Para α = 4 la matriz M’ es 
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leIncompatibSistemaMRangoMRangoaPara ⇒==⇒= 3';;24  

 
Para α = 4 la recta r y el plano π son paralelos. 
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2º) Dibuja las dos curvas 13 −= xy , xxy +−= 2 . Halla el área comprendida entre ambas. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las gráficas se obtienen resol-
viendo el sistema que forman: 
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Resolviendo por Ruffini se obtienen las soluciones: 
 

1;;1 321 −=== xxx . 

 
 Los puntos de corte son A(1, 0) y B(-1, -2). 
 
 Son puntos de 13 −= xy , C(-2, -9) y D(2, 7) y otros 
puntos de xxy +−= 2  son E(2, -2), F(-2, -6) y G(3, -6). 
 
 La representación gráfica de la situación es, aproxi-
madamente, la indicada en la figura adjunta. 
 
 Como puede observarse, en el intervalo ( )1,1− , todas las ordenadas de la curva 

xxy +−= 2  son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la curva 
13 −= xy , por lo cual el área pedida es la siguiente: 
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3º) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamos A, que cumplen las siguientes condi-
ciones: OA =2  y ( ) OA=·11 . (O denota una matriz nula, A2 = A · A). 
 

---------- 
  

 Sea la matriz 
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 Según lo anterior, la matriz A resulta ser de la forma 
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4º) Encuentra α y b para que la función ( )
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 sea continua en los 

puntos x = 1, x = 2. Determina, para los valores de α y b hallados, si la función es deri-
vable en los puntos x = 1, x = 2. 
 

----------  
 
 Para que la función sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los límites 
por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
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 Para que la función sea continua para x = 2 tiene que cumplirse que los límites 
por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
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 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
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La función f(x) es continua para x = 1 y x = 2 para los valores a = 7 y b = -6. 
 
 

Para a = 7 y b = -6 la función es ( )
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 La función f(x) será derivable para x = 1 y para x = 2 cuando las derivadas para 
esos valores por la izquierda y por la derecha sean iguales. 
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 La derivada de la función es ( )
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La función no es derivable en x = 1. 
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La función no es derivable en x = 2. 
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5º) Calcula la distancia del punto P(3, -1, 3) a la recta 
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---------- 

  
       La distancia de un punto P a una recta r viene dada por la siguiente fórmula: 

( )
v

vQP
rPd

∧
=, , siendo Q un punto de r y v  un vector director de r. 

 
 Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealmente 
dependiente del vector que se obtienen al multiplicar vectorialmente los vectores nor-
males de los planos que la determinan, que son ( )1,1,21 =n  y ( )1,1,12 −=n . 
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 Un punto de la recta r es Q(1, 1, 1). 
 
 ( ) ( ) ( )2,2,21,1,13,1,3 −=−−=−= QPQP . 
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PROPUESTA B 
 

1º) Determina para qué valores de α la recta 
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 y el plano de ecuación 

43 =+≡ azxπ  son paralelos. 
 
2º) Dibuja las dos curvas 13 −= xy , xxy +−= 2 . Halla el área comprendida entre ambas. 
 
3º) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamos A, que cumplen las siguientes condi-
ciones: OA =2  y ( ) OA=·11 . (O denota una matriz nula, A2 = A · A). 
 

(Resueltos en la propuesta A) 
 
4º) Encuentra α, b y c para los que la función ( ) 2cxbxxLaxf ++=  tiene en el punto 

( )0,1P  un mínimo relativo y cumple 
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---------- 

 
 Por pertenecer el punto P(1, 0) a la función se cumple: 
 
 ( ) 0;;00·;;01·1·101 2 =+=++=++⇒= cbcbacbLaf .  (1) 
 
 Por tener en P(1, 0) un mínimo relativo tiene que anularse su primera derivada 
para el valor x = 1: 
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Sustituyendo el valor de A en (*) resulta: c = 1. 

 
Sustituyendo el valor de c en (1): b = -1. 
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Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de b y c: 
 

1;;021;;01·21;;02 −==+−=+−=++ aaacba . 

 
( ) 2xxxLxfresultafunciónLa +−−=  
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5º) Sean r y s las rectas en el espacio dadas por las ecuaciones 
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2
. Calcula para qué valores de α las rectas se cortan en un punto. Halla 

dicho punto. Estudia la posición relativa que tienen las rectas para el resto de los valores 
de α. 
 

---------- 
 
 Para que las rectas r y s se corten en un punto es necesario que el sistema que 
forman sea compatible determinado.  
 

La solución del sistema son las coordenadas del punto de corte pedido. 
 

 Las rectas r y s forman el sistema: 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, para que un sistema sea compatible de-
terminado, los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser iguales. 
 
 El rango de M es el siguiente: 
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 Para que el sistema sea compatible determinado tiene que ser Rango M’ = 3, o 
sea, tiene que ser 0' =M : 
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( ) 0;;22;;027252 ==+=+−+− aaa . 

 
Las rectas se cortan en un punto para α = 0. 

 
 Para determinar el punto de corte resolvemos el sistema formado por tres de las 
ecuaciones del sistema determinado por r y s, por ejemplo, las tres primeras. Aplicando 
la regla de Cramer: 
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El punto de corte es P(1, 1, 1). 

 
 
 Teniendo en cuenta que, según los rangos de M y M’ pueden presentarse los ca-
sos siguientes: 
 
Rango A = Rango A’ = 2 → Coincidentes  ;;  Rango A = 2 ;; Rango A’ = 3 → Paralelas 

 
Rango A = Rango A’ = 3 → Secantes  ;;  Rango A = 3 ;; Rango A’ = 4 → Se cruzan. 
 
 Considerando que 0, ≠∈∀ aRa  los rangos de M y M’ son 3 y 4, respectivamen-
te: 
 

Para α ≠ 0 las rectas r y s se cruzan. 
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