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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas ni calculen integrales. Si algun alumno esrengido con una calculadora no auto-
rizada, podra ser expulsado del examen; en todm sasle retirara la calculadora sin
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Encuentra un vector perpendicular al plano gaaidas siguientes ecuaciones para-
X=2-31+u

métricasr={y=4+51-u
z=-3+4A+2u

Los vectores directores del plancsonu =(-3,54) y v=(1 -1, 2).

Un vector normal dex es cualquiera que sea linealmente dependienfaathlic-
to vectorial de sus vectores directores.

ik
n=[-3 5 4/=101+4]+3k-5k+4i+6j =14 +10j -2k =(14 10, -2).
1 -1 2

Un vector normal del planoes n =(7, 5, -1).
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2°) Halla el punto de la grafica de la funcié(x)=x+Lx en el que la recta tangente a
f(x) es perpendicular a la recka 3y =1.

(SR

La recta se puede expresar de la fonsma%x%, cuya pendiente eg=-

Las rectas perpendiculares tienen sus pendiemtessas y de signo contrario,
por lo cual la recta perpendiculaxa3y =1 tiene de pendiente'=3.

La pendiente a una funcién en un punto es el \@ddosu derivada en ese punto,
por lo cual tiene que seir(x)=3.

El punto P de tangencia es el siguiente:

ta)=tert=tii-to=2v0-12=t- 2 o AL Iopo).
2 2 2 2 2 2

La recta que pasa por un punto conocida la petedieene dada por la siguiente

formula: y-y, =m(x-x,). Aplicada al puntcp(%, %— sz con pendiente 3, resulta:

y—[%—LZj;’S-(x—%j ;p 2y—1-2L2=6x-6 ;; 6x-2y-5+L4=0.

La ecuacion de la recta tangenta e8x-2y-(5-L4)=0.
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3°) Dibuja la figura limitada por la curwa=-x> +4x+5, y la rectay =5. Halla el area de
dicha figura.

guiente:

\(1

La curvay=-x*+4x+5 es una pardbola cénca@) cuyo vértice es el punto si-

y'=-2x+4=0;; -2(x-2)=0 = x=2 = M(2 9).

. Loy 4 axas Los puntos de corte de la parabola
M. YT con el eje de abscisas son:

y==x*+4x+5=0;; x*—=4x-5=0;;

X:4i\/16+20:4i\/¥3:416
2 2

=2+3 =

N

x=-1- A-10)

x,=5 - B(5,0)

Los puntos de corte de la parabola

con la recta se obtienen igualando sus ex-
presiones:

B —-X?+4x+5=5;; —=x*+4x=0 ;;

——

64

=—-32=

3

% =0 - ¢(0,5)
\ -x(x-4)=0 = -
x,=4 - D(4,5)

La representacion grafica de la situacion es,xamardamente, la de la figura.

De la observacion de la figura se deduce el édala, que es la siguiente:

s:f[(—x2 +4x+5)—5]-o|x:i(—x2 +4x)-dx={§—4—xz}4 {x_3_2X2T :(4—3— 2-42j—o:

2

0

3 3

0 0

64-96_32 , _o
3 3
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49) Para la funcionf(x)= calcula el dominio, los intervalos de crecimientde-

x2-4"’

crecimiento y una primitiva.

El dominio de una funcion racional es R, excepsovalores reales de x que anu-
lan el denominador.

X =2

X, =2

= D(f)=R-{-2 2.

x*-4=0 = (x+2)(x-2)=0= {

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye®oriento, derivamos, teniendo
en cuenta que una funcién es creciente o decrecierndo su derivada es positiva o
negativa, respectivamente:

2 _A)—y2. 3 _Qy_9y3 —
f,(x):2x(x 4) X“-2X _ 2X°=8x—2x" _ —8X F(x).

(x2 - 4)2 ) (x2 - 4)2 B (x2 —4)2

Como el denominador de la derivada es siempreiymgara cualquier valor real
perteneciente al dominio de la funcion, solamestedtgaremos el numerador.

f'(x)>0 = x<0 = Creciente= (-, -2)0(-2, 0)

f'(x)<0 = x>0 = Decrecient= (0, 2)11(2, +)

Una primitiva de la funcién se obtiene integratadfuncion:

-dx= J'ﬂ dx:j§2_4 dx+ 4-

F(x):jf -dx= j

X_

=Idx+ 4.J-x21—4 dx=x+41 =F(x). (¥

[ e kx> Lo A, B _Axr2AtBx-2e
X2 -4 (x-2)(x+2) (x-2)(x+2) x-2 x+2  (x-2)(x+2)

x(A+B)+(2A-2B) A+B=0 1

S 2A=1: A=l .p=-1 o =
2 2

(x-2(x+2)  A-B=1 x—2 X+2
=1 x-2- L x+ 2+ k=20 X2 bk =
2 2 2 |x+2

Sustituyendo en (*) el valor de | y dando cualgwiglor real a K, por ejemplo el
valor K = 0, se obtiene una funcion primitiva F@¢e la funcion f(x):
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-1 _y+4 z-2

59 Determina una ecuacion del plangue contiene a la rectes X3 1 c y
es paralelo a la recms§=l=§. Encuentra tres puntos no alineados dentro debpla

que has dado.

El planon, por contener a r contiene al punto de r A(12)4y tiene como vector
director al vector director de r, que @s=(3 1, 5).

El planor, por ser paralelo a la recta s tiene como vectectdr al vector direc-
tor de s, que es, =(2 -2 3).

La expresion general del plan@s la siguiente:

Xx-1 y+4 z-2
n(A; v, , VS')E 3 1 5 [=0;
2 -2 3
3(x—1)+10(y+4)—6(2—2)—2(2—2)+10(x—1)—9(y+4)= 0;; 13(x—1)+(y+4)—8(z—2)=0 "

13x-13+y+4-8z+16=0 = m=13x+y-8z+7=0.

Un punto det es A(1, -4, 2). Para obtener otros dos puntos die forma senci-
lla, damos valores arbitrarios sencillos a lasaldés “x, z” y obtenemos en la ecuacion

general del plano los valores de “y”; por ejemplo:

=1
1}:13+y—8+7=0 5 y=-12=C(1 -12 1).
Z= —_—

=0l =728(0 -7,0)
z=0[ 7 —

Para que los puntos no estén alineados es nexesgae los vectoresB y AC
sean linealmente independientes:

AB=B-A=(0, -7, 0)-(1 -4, 2)=(-1, -3 -2).

AC=C-A=(1, -12 1)-(1, -4, 2)=(0, -8, -1).

Es evidente que los vectore® y AC son linealmente independientes, por no
tener sus componentes proporcionales.

Los puntos A(1, -4, 2), B(0, -7, 0) y C(1, -12 nb) estan alineados y pertenecen a
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PROPUESTA B

1°) Encuentra un vector perpendicular al plano gaatdas siguientes ecuaciones para-
X=2-31+u

meétricasm={y=4+51-u
z=-3+4A+2u

2°) Halla el punto de la grafica de la funcié(x)=x+Lx en el que la recta tangente a
f(x) es perpendicular a la recka 3y =1.

3°) Dibuja la figura limitada por la curwa=-x* +4x+5, y la rectay =5. Halla el area de
dicha figura.

(Resueltos en la propuesta A)
4°) Sia, b son dos parametros no nulos, encuentra ladalgce se debe dar entra am-

bas para que los puntos A(1, 0, 0)¢ B, 0), C@, 0, b) y D(0,a, b) estén en un mismo
plano. Determina la ecuacion del plano que conteles cuatro puntos.

Los puntos A(1, 0, 0), B( b, 0), C¢, 0, b) y D(0,a, b) determinan los siguientes
vectores:

u=AB=B-A=(a, b, 0)-(1 0,0)=(a-1 b, 0).
v=AC=C-A=(a, 0,b)-(1,0 0)=(a-1 0, b).
w=AD=D-A=(0,a b)-(10,0)=(-1 a, b).

Para que los puntos A(1, 0, 0),aBp, 0), C@, 0, b) y D(0,a, b) pertenezcan al
planon es necesario que los vectm{Es v, W} sean linealmente dependientes, o sea
qgue el rango de los vector{ia v, W} sea menor que tres; de otra forma: el determinan
te que forman tiene que valer cero.

a-1 b O

a-1 0 b|=0; -b’>-abla-1)-b*(a-1)=0;; b*>+abla-1)+b*(a-1)=0 ;;
-1 ab

b? +(a-1)(ab+b?)=0 ;; b> +bla-1)(a+b)=0;; b-[o+(a-1)(a+b)]=0.

Como es, por definicion,$0, tiene que ses+(a-1)a+b)=0. Operando:



b+a’+ab-a-b=0;; a’+ab-a=0;; a-(a+b-1)=0.
Como es, por definicidén,sa0, tiene que sei+b-1=0, de donde se deduce que:

A(1, 0, 0), B@, b, 0), C4, 0, b) y D(00, b) son coplanarios cuandet b = 1.

Considerando, por ejemplo, el punto A(1, O, Oby Vectores hallados anterior-
mente u=(a-11-a,0) y v=(a-1 0 1-a), la ecuacién general del plamoes la si-
guiente:

x-1 vy z
A U V)=la-1 1-a 0 |=0; @-aP(x-1)-(-a)a-Dz--afa-2y=0:
a-1 0 1-a

(1-a)’(x-1)+(1-a)’z+(1-a)’y=0;; x-1+y+z=0 = m=x+y+z-1=0.

*kkkkkkkkk



59) Calcula el dominio, los puntos de interseca@on los ejes, las asintotas y los extre-

. .z X
mos relativos de la funcioh(x) =—=-.
€

La funcion esta definida en R, por &2& 0, OxOR.

Para x = 0 es f(x) = 0, por lo tanto: f(x) pasa @oorigen de coordenadas. (y no

tiene mas cortes con el eje X).

Las asintotas son:

Paralelas a X:

[im im x o [im 1
=k= fix)= — =— = Indet.= (L'Hopital ) = =—=0=vy.
Y X — 400 (4 X » +0 et oo ( pial) Xt @ —2
[im [im -
y:k: f(x): lxz :oo:—oo-oo:—oo = M)
X - —00 X > —coge" € -
ParalelasaY: e =0 = xOR = No tiene.
Oblicuas: sondelaforma y=mx+n
lim [im lim
m= M: XX: %:E:O: No tiene
X —» 00 X X > +too X - € X —» +o0o e o0 E————

Los maximos y minimos relativos son:

1-x

—=0;,1-x=0;; x=1.
€

f'(x)=0=

fr1)= 172710 = Maximo relativo para x=1.

f(1):11:1 = Max = P[l 1}
€ e e
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