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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas ni calculen integrales. Si algun alumno esrengido con una calculadora no auto-
rizada, podra ser expulsado del examen; en todm sasle retirara la calculadora sin
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Sea f(x) una funcién positiva en el intervalg %], asi f(x)=0 paral<x<5. Si el
area limitada por f(x), el eje de abscisas (ejey ¥gs rectas x =1y x =5 es igual a 6,
calcula el area del recinto limitado por la funcig{r) = f(x)+2 y las mismas rectas.

Teniendo en cuenta qu{af (x)+g(x)] - dx:T f(x) - dx+Tg(x) -dx:

s=i[f(x)+ 2 dx=i f(x) - dx+f2- dx=6+[2x]; =6+(10-2)=6+8=14u> =S

1 1
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. , .. lim -
2°) Calcula el siguiente limite: lrx-e
X - 0 serfx

lim 1+x-e* +0-¢e° - _ [im —e*
1rx-e 1+0-¢ _1-1.0 Indet = {L'Hopital} = e .
X - 0 serfx 0 0 O X — 0 2senx - cosx

lim 1-¢* -e® 1- lim -e -
= 17e 1€ 1710 L ndet = {L'Hopital} = e --"1..1
x - 0sen(2x) 0 0 0 x - 02cos(2x) 21 _2

lim 1+x-¢* 1

X0 serfx 2
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39 Si A=[§ ;j y B=[(1) _le determina la matriz X despejandola previamentéade

ecuacion matriciabA- AX =BX.

(Observa las dimensiones que ha de tener la matgara que la ecuacion matricial
tenga sentido)

2A-AX =BX ;; 2A=BX+AX =(B+A)- X..
Multiplicando los dos términos por la izquierda fgomatriz inversa de (B + A):

(B+A)* -2A=(B+A)* - (B+A)- X ;; (B+A)" :2A=1-X=X = X=2-(B+A)™"-A.

[1 —1} [2 1} [3 oj

B+A= + = :

0 2 3 2 3 4

Para hallar la inversa de (B + A) se utiliza etodé de Gauss-Jordan.

(B+A/|)=[3 0‘1 Ojj{Fﬁ%Fl}:(l 0

3 4|0 1 3 4
10 10 10
= ° = (B+A) =] ° :
0 4 -4 4
Sustituyendo en la expresion de X y operando:

- 3 0y (21 2+0 1+0 2 1
X:2.(B+A)1.A:2.(3 1}( j:Z( 32 . 31 2}:2(? i
-5 1) \3 2 —ita —ats i 7

10
0 1

j ={F, - F-3F} =

1
’ OJE{FZ_’%B}:(I °

-11 01

Nl win
N—

N

X

1
VR
N wls
N wN
N—
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4% Prueba que para cualquier valor de# 0, los planosz =x+ay-az=0 Yy
7T, = -x+2ay—-2az=0 Se cortan en una recta r. Calcula la posiciortivalale r respecto

del plano que pasa por el origen de coordenadas guntos A(1, 0, -6) y B(0, a,+ 3)
(se supone que# 0 para que r esté definida).

Los vectores normales de los planos $p& (1, a, -a) y n, =(-1, 2a, -2a), res-
pectivamente.

Los vectoresn, y n, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes, independientemente del valor, ger seri1¢zi, DadR, az0, lo
- a

gue prueba que

Los planosr; y @, Se cortan en una recta r.

Los puntos A(1, O, -6) y B(0, 2, + 3) con el origen de coordenadas determinar
los vectoresu =OA=(1,0, -6) y v=0B=(0, 2, a+3).

La expresion general del plaf@ue contiene al origen y a los puntos Ay B es la
siguiente:

Xy z
ﬂ(O; u, V)E 1 0 -6|=0; 2z+12x-(a+3)y=0= g=12x—(a+3)y+22=0.
0 2 a+3

El vector normal del planpesn =(12 -a-3, 2).

x+ay—-az=0
—-X+2ay-2az=0
es cualquiera que sea linealmente dependienterdéligio vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan:

La recta r definida por los planos nes{ . Un vector director de r

ik
V. =|1 a -a|=-2a%+aj+2ak+ak+2a%+2aj=3aj+3ak = v, =(0, 1 1).
-1 2a -2a

Los vectoresn =(12 -a-3 2) y v, =(0, 1, 1) son linealmente independientes, por
lo cual:

La recta r y el plan@ no son perpendiculares, para cualquier valordeal

El producto escalar de los vectones (12, -a-3 2) y v, =(0,1, 1) es:



—_—

n-v, =(12-a- 3,3 (0,1, 1)=0-a-3+2=-a-1=0 = a=-1.

Parao = -1 larectary el plang son paralelos y, como quiera que los dos contie
nen al origen de coordenadas:

Parao = -1 la recta r esta contenida en el plano
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59) Calcula el dominio y representa graficamenfenaion f(x)= Lx_)il'

El dominio de la funcion f(x) es el conjunto ddoras reales de x que hacen que
X . L cq-
——>0, lo cual se observa claramente a través del grafigunto.

X+1
y w2 AR

,P
(x+1)%9$\s K

X s
X+1 mi:i":"i';lL“'is“':“>ij""”i("':"'i"

-1 0

D(f)= (-, —1)0(0, +)

| e——

Asintotas horizontales: son de la forma y = kndaek el limite cuando x tiende a
infinito 0 menos infinito de la funcion.

I li li . .
k= f(x)= m (LLJ:LX M X -|1=0= Saint. horizontal y = 0.

X — oo X — oo X+1 — oo X+1

\

\
)

Asintotas verticales: son de la forma x = k; smm\alores finitos de x para los
cuales el valor de la funcidon es mas o menos tofilin el caso que nos ocupa, que es
una funcion logaritmica, las posibles asintotasicades son los valores de los limites
laterales de los extremos de los dominios de exigtale la funcion.

B
o ||\
\ v.'! \\
X AN
\ i y=0 \\\__k
T & S X

[im lim lim -
~ f(X): _ LL =L _L=L—_1=Loo:+oo =
X =1 X - =1 Xx+1 X - -1 x+1 0

= Larecta x = -1 es asintota vertical con tendeagcr&s infinito.




[im [im [im
)= (X )= MM X 210 e
X -0 Xx+1 X - 0 x+1 1

= Larecta x = 0 es asintota vertical con tendeacrgenos infinito.

La representacion gréafica, aproximada, es la §gerwa en la figura adjunta.
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PROPUESTA B

1°) Sea f(x) una funcion positiva en el intervalg %], asi f(x)=0 parai<xs<5. Si el
area limitada por f(x), el eje de abscisas (eje/ ¥gs rectas x =1y x =5 es igual a 6,
calcula el area del recinto limitado por la funcig{r)= f(x)+2 y las mismas rectas.

. , .. lim -
2°) Calcula el siguiente limite: 1rx-e
X - 0 serfx

3°) Si Az(z ;] y Bz((l) _zlJ determina la matriz X despejandola previamentéade

ecuacion matriciabA- AX =BX .

(Observa las dimensiones que ha de tener la matgara que la ecuacion matricial
tenga sentido)

(Resueltos en la Propuesta A)

4°) Enuncia el teorema de Rolle. Encuentra losscdeola primera derivada de la fun-
cion f(x)=x*-12x+a. Usa finalmente la informacién previa para prodpae, con inde-
pendencia del valor dg la ecuacionx® -12x+a=0 no tiene dos soluciones distintas en
el intervalo [-2, 2].

El teorema de Rolle se enuncia del modo siguiéBie(x) es una funcién conti-
nua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, Bi ge cumple que f(a) = f(b), existe al
menos un punteC(a, b) tal que f(x) = 0”.

f'(x)=3x2-12=0;; X*-4=0;; x, =-2;; X, =2.

La funcién f(x) es continua y derivable en R,apdndientemente del valor real
dea, por lo cual le es aplicable el teorema de Roleiaquier intervalo finito que se
considere.

Considerando el intervalo [-2, 2] se tiene que:

f(-2)=(-2°-12-(-2)+a=-8+24+a=16+a.

f(2)=2°-12-2+a=8-24+a=-16+a.

Como se observaf(-2)# f(2), JaDR y ademas,f(-2) y f(2) tienen distinto

signo; esto significa (segun el teorema de Bolzaue) f(x) tiene una raiz reglen el
intervalo [-2, 2], tal que -2 g < 2.



Si la funcion f(x) tuviese otra raiz reatal que, por ejemplo, -2s<u < 2, en el
intervalo [-2, 2] se tendria que cumplir gtier)= f(1)=0, con lo cual se le podria apli-
car el teorema de Rolle a f(x) en el intervatpy{], perteneciente al intervalo [-2, 2], lo
que implicaria que existiria un valor(o, u) tal que f'(c)=0 y esto se ha comprobado

anteriormente que es imposible, puesto que lasisoless def'(x) son -2 y 2.

Lo anterior demuestra que

La ecuacionx® —12x+a=0 no tiene dos solucionesdistintas en [— 2, 2]
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X=2y+z=-2

59) Discute el sistema-x+y+az=1 dependiente de los valores del parametyore-
2x+ay+4z=-2

suelve completamente en los casos en que seagosibl

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 -2 1 1 -2 1 -2
M=-1 1 ajlyM=-1 1 al
2 a 4 2 a 4 -2

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

1 -2 1
IM|[=|-1 1 a|=4-a-4a-2-a’-8=-a’-5a-6=0;; a’+5a+6=0;;
2 a 4

_ -5%4/25-24 -5z1
a= 5 = =

az -2 L . :
Para { } = RangoM = RangoM '=3=n° incog. = Compatible Determinado
a

1 -2 1 -2
Paraa=-2 = M'=[-1 1 -2 1 |={C,=C,} = Rangode M'=2.
2 -2 4 -2

Para a=-2= RangoM = RangoM '=2<n° incdég = Compatible Indeterminado

1 -2 1 -2
Paraa=-3 = M'=|-1 1 -3 1 |= RangodeM'={C,C,, C}=
2 -3 4 -2
1 -2 -2
= |-1 1 1|=-2-6-4+4+3+4=11-12=-120 = RangoM'=3.
2 -3 -2

Para a=-3= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

b)
Resolvemos en primer lugar el caso de compatgtierchinado por Cramer.



-2 -2 1

1 1 a
|2 a 4| _-8+a+da+2+2a’+8_ 2a’+5a+2 _ (2a+l)(a+2) _ 2a+1_
X= = = = =- =X.
-(a+2)(a+3) -(a+2)(a+3) -(a+2)a+3) -(a+2)(a+3) _a+3

1 -2 1
-1 1 a

y= 2 -2 4 _4+2-4a-2+2a-8_ -2a-4 _ -2@+2) _ 2 _
-(a+2)(a+3) -(a+2)(a+3) -(a+2)a+3) -(a+2)fa+3) a+3 Y
1 -2 -2
-1 1 1

|2 a -2| -2+2a-4+4-a+4 _ a+2 1
“(a+2)a+3)  -(@+20a+3)  -(a+2)a+3) _a+3 -

Resolvemos ahora en el casoude -2 en cuyo caso el sistema es compatible in-

X=2y+z=-2
determinado; el sistema resulax+y-2z=1 . Despreciando la tercera ecuacion y
2Xx—=2y+4z=-2
. X=2y=-2-A
haciendoz=A: =-y=-1+A;, y=1-A;; x=y-1-21=1-A-1-2A=-31 ;;
-X+y=1+24
x=-34.

X=-=31
Solucion < y=1-4, OAOR
z=A
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