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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagpropuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejeraleiasa propuesta y a ejercicios dis-
tintos de la otra. Es necesario justificar las wespas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algun aluressorprendido con una calculadora
no autorizada, podra ser expulsado del examemdendaso, se le retirara la calcula-
dora sin que tenga derecho a que le proporcioman ot

PROPUESTA A

x =34+51
y=1+2X
lor dea para que seam) Paralelas.b) Perpendiculares.

1°) Dadas las rectas= { AER,s=10x+ay+ 10 = 0, calcula el va-

Un vector director de r ag = (5, 2).

. —-10x-10 10 10 —
Un vector director de = y = Z = ——x ——esv; = (a,~10).

Dos rectas son paralelas o perpendiculares cuarstm, respectivamente, sus
vectores directores.

a)
Dos vectores son paralelos cuando sus comporsargsoporcionales:
v, = (5,2
gﬁvr (5,2) } >2=2 5 _50=2a > a=-25.
v, = (a,—10) a -10 E—

Las rectas r y s son paralelas para a = —25.
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b)
Dos vectores son perpendiculares cuando su pesgchalar es cero:

v, = (5,2) —
175r= (a.—lO)}:”’r'”s=0=>(5,2)°(a,—10)=0; 5a—20=0= a=4.

Las rectas r y s son perpendiculares para a = 4.
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senx —cosy =1

2°) a) Determina todas las soluciones del sistema de::izemm;:{ A
senx +cosy =0

b) Halla: [ = - dx.

a)
senx —cosy =1

}:Zsenle; senle =>x=2kn+£i60°,kEN.
senx +cosy =0 2 2

—senx +cosy = —1

1
>2cosx=-1;; cosx=—-=
senx+cosy =0 2

=>x=Qk+1r+60° k€eN.

6080 =1\
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b)
x o o u=x-du=dx
Jode=Jx-e dx:k{dvze"‘-dx—>v=—e"‘}:>
=>x (—e™)—[—e¥dx=—x-e ¥+ [eFdx=—x-eF—e*+(=

=—e*(x+1)+C.

fi-dx=—xe—T+C.

eX
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39 Sey(x) = x — 2L(1 + x):
a) Determina el dominio de g. b) Halla sus asintotas.
c) Determina los extremos relativos y estudia la nmmia de g.

d) Dibuja la gréfica de g destacando los elementthadus anteriormente.

a)

Teniendo en cuenta que los numeros negativos mentiegaritmo:

D(g) = (—1,4).

b)
Asintotas horizontales: son los valores finitos tpma la funcion cuando x
tiende a mas o menos infinito; son de la formaky =

y=k= lim g(x) = llm [x—2L(1+x)]—oo o = [ndet.=>

xX—+00

= lim [x —2L(1+x)] =0 —o = Indet. = lim

X x—2L(1+x)]__
xX—+oo X—+0oo

= lim x- lim (1—2L(1+x)), (%)

X—+00 x—+00 x

1

. . 2 . 2
Sienddim = 2 = Indet.= {L'Hopital} = lim <2 = lim — =
x—+00 X x—+o0 1 x—>+o00 X+1

2L(1+x)

2 .,
= — =0, la expresion (*) resulta:

y=k= lim x- lim (1 — ZL(i”)) -(1—-0) = o0 = No tiene asinto-

X—+00 X—+00

tas horizontales.

Asintotas verticales: son de la forma x = k; s@Malores finitos de x para los cuales
la funcidén es mas infinito o menos infinito. Para XL es f(x) = 0.

Larecta x = —1 es asintota vertical de la funcion.

Asintotas oblicuas: son de la forma= mx + n, siendo los valores de m y n los si-

guientesm = lim 8l )yn = lim [g(x) — mx].

X—+co X X—+o00
. X . x—2L(x+1 2L(x+1
m=hm£=llm# [1— ( )]—1
xX—=>+00 X xX—>+0oo X x—>+oo

n= lim [g(x) —mx] = lim [x —2L(x+1)—x]=-2lim (x +1) = —c0 =

X—>+00 xX—+00 X—>+00



= No tiene asintotas oblicuas

c) Determina los extremos relativos y estudia la nmmia de g.

1 14x-2 _ x-1

g (x):1_2.1+x_ e e 02X 1=05x=1
7 _ 1(A+x)-(x-1)1 _ 1+x-x+1 2

9" () = (1+x)? To+x)? | (1407

g'"'(2) = 2_ > 0 = Minimo relativo para x = 1.

(1+2)2
g)=1-2L1+1)=1-2L2=1-L4=1-1,39 = —0,39.

Teniendo en cuenta que la funcion es continualietominio,_ tiene un minimo

absoluto en A (1, -0,39).

Para x > 1 la primera derivada es positiva y pafdl es negativa; teniendo en
cuenta el dominio de la funcion, los periodos deioniento y decrecimiento son los
siguientes:

Decrecimiento: (—1,1). Crecimiento: (1, +).

d)

Con los elementos hallados anteriormente y teniemdouenta que la funcion
pasa por el origen de coordenadas, puede hacegsafioo, aproximado de la funcion,
que es el siguiente:

Ak\(
3 /

: /
\ : f(x
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4°) Para el triangulo de vértices A (0, 0, 0), BA11) y C (5, 3, 1):
a) Halla la longitud de la mediana que parte delicgrA.
b) Calcula el area del triangulo ABC.

c) Determina la longitud de la altura que parte detive A.

a)
El punto medio del laddB esM=(3,5,1).

La longitud de la mediana que parte de A es kawiisa entre los puntdé; y
A, que es la siguiente:

m=AM7z=/3-02+(G-02+1-0)2=vV9+25+1=+35u.

b)
El area del triangulo ABC es igual que la mitadrdédulo del producto vecto-
rial, en valor absoluto, de dos de los vectoresdgierminan sus lados.

AB = 0B — 04 = (1,7,1) — (0,0,0) = (1,7,1).
AC = 0C — 04 = (5,3,1) — (0,0,0) = (5,3,1).
i j ok

1 7 1
5 3 1

1

SABC=§-|IZ§/\ZE||=2 =%|7i+5j+3k—35k—3i—j|=

=~ |4i+4j—32k| =2-]i+j—8k| =2 /12 + 12+ (-8)* =
=2-V1+1+64=2V66.

SABC == 2V 66 uz.

? Los puntos B y C determinan el vector:

BC =0C — 0B = (53,1) — (1,7,1) = (4,—4,0).

La recta r que pasa por B y C tiene como vectacthrv, = (1,—1,0); su
expresion dada por unas ecuaciones paramétrica y ; ; -—I_ j

z=2A



La distancia de un punto a una recta puede detarsd teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaresmédulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto deaselpor la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hadibujo de la situacion.

S=lv]|-h

_ |znBal

=>h=d(r)=

v

Aplicando la formula al punto Ay a la

rectar:
ik
d(A r) . |v_r’/\ﬂ| _ _11 :; _01 _|i-7k—k+j| _ li+j-8k| _ /1?2+124+(-8)2 _
T 1wl Ji2+(=D%Z+0 Vifid0 V2 V2 -
= e “E —V33u=d(A7r).

El area del triangulo ABC también puede hallaeséadorma:

S = BC-d(Ar) _ |BC|V33 _ \[42+(-4)2+02/33 _ V16+16+/33 _ 32+/33 _ 4/2+/33
ABC = = = = = = :
2 2 2 2 2 2

SABC == 2\/66 uz.

Solucioén igual a la obtenida en el apartaglocomo cabia esperar.
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PROPUESTA B

x =3+4+541
y=1+2X
lor dea para que sean: a) paralelas. b) perpendiculares.

1°) Dadas las rectas= { AER,s=10x+ay+ 10 = 0, calcula el va-

: . . . senx —cosy =1
2°) a) Determina todas las soluciones del sistema de::mmfas:{ Y A
senx +cosy =0

b) Halla: [ = - dx.

(Resueltos en la propuesta A)

. T
x Si——<x<0

3% Seay(x) =1{,_ 2 :
) %( ) a—Ccosx SlO<XSE
sen x 2

a) Halla el valor dex para el cual g es continua en x = 0.
b) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange.

¢) Consideremoa igual al valor hallado en el apartaalpy g la correspondiente fun-
cion para ese valor de Utiliza el teorema del valor medio de Lagrangepgastificar

que existe ¢ que cumple< ¢ < % yg'(c) = %

a)

Una funcién es continua en un punto cuando laifumesta definida en ese
punto, existen sus limites laterales en ese pyrddgmas, son iguales e igual al valor
de la funcion en ese punto.

x—0~
. . a—Ccosx a—-1 (-
lim g(x) = lim =

x—-0* x—0 senx 0

lim g(x) = }Ci_r)r(l)x =g(0) = 0}

Para que los limites laterales sean iguales tjereser, necesariamente, la ex-
., -1 . . .,
presmnaT una indeterminacion, porlocual—1=0= g = 1.

b)
El teorema del valor medio o de La- Y|

grange, dice: “Si una funcién f(x) es continua f(P)

en [o, b] y derivable end(, b), entonces existe

al menos un punto c del intervatg p) tal que (of

la tangente a f(x) en c es paralela a la recta sgbt—

cante que une los puntas f(a)] y [b, f(b)], 0 ~

Sea:f’(C) — f(bz:g(a).n

(@)
r



c)

a—cosx

Si consideramos la funci@(x) =

1—cosx

———para el valor obtenido = 1, resulta:

. T . A -
glx) = —— . quees contlnua.l e[n,;] y derivable er(O,;), por lo cual le es apli-
cable el teorema del valor medio de Lagrange.

1- 0 1-1 0
9O == =5=0 ()
1—COS(g) 1-0

g(%): sen(3) =0 =1

. . 1l—cosx 0 . (1-cosx)(1+cosx)
(*) limg(x) = lim = - = Indet.= lim =
x—0 x—0 senx 0 x—0 senx (1+cosx)
— lim 1—-cos? x — sen? x Y senx 0 _0_0
- x—0 sen x (1+cos x) - x—0 sen x (1+cos x) o x—0 1+cosx T o1+1 2
T
, 9(3)-90 10 2
g (c) = & =— ==,
5—0 E A

Queda demostrado que existe c tal que 0 < ¢ < % siendo g'(x) = %
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1 g 0 -2
4°)Sean4=<2 1 2)yB=< 3 ):
3 3 P —B/2
a) Determina los valores diepara los cuales la matriz A tiene inversa.

X
b) Discute, segun los valores fleel sistema de ecuaciones Iinea4es<y> = B.
Z

¢) Resuelve el sistema anterior para -2.

a)
Una matriz en invertible cuando su determinantdsigto de cero.
1 B 0
Al=12 1 2[=p+6B8—-6—-2B%2=0; -2B%+7B8—6=0;
3 3 B
7++4/49—-48 — 7+

1 3
22 —-7B+6=0; B = — =B =28 =1

2-2

La matriz A es invertible VB € R — {2,%}.

b)
Para la resolucion de este apartado aplicamesedrha de Rouché-Frébenius.
1 g 0 X -2
La matriz ampliada del sisten(az 1 2>-<y>=< 3 )es la siguiente:
3 3 B z —B/2
1 2 0 -2
A’=<2 1 2 3).
3 3 2 -1
1 2 0 -2 1 2 =2
Paraﬁ:Zes:A’:(z 1 2 3>=>RangA’=>{Cl,CZ,C4}=>2 1 3 |=
3 3 2 -1 3 3 -1

=—-1-124+1846—-94+4=28-22=6+# 0= Rang A" = 3.

Paraff =2 = RangA =2,Rang A’ =2 = S.1.

-2
3 | = Rang A' = {Método de Gauss} =

4

Para =:es:A' =

WN =
W = vjw
Nw N O



1 % 0 _'2 F& N ZIG. 2 3 0 _'4
(2 1 2 3 =>{F _)4F}=> 2 1 2 3 |=>{F->F}>
3 3 3 — e 2 -1
2 4
=><; % (2)_32):{Fz—>F2—2F1}=><(1) %2 (2)—72>:>
F, - F, — AF -
4 4 2 —1 3 773 1 0 -2 2 7

= {Fé == l;;} =4 130115714’ == 2.

Para f = ; = Rang A = Rang A' =2 <n%inc6g.= S.C.I.

x—2y=-2

Parap = -2 el sistema resulta&2x +y + 2z = 3}, gue es compatible determi-
3x+3y—2z=1

nado; se resuelve aplicando la regla de Cramer.

-2 -2 0
3 1 2
_ 4—4+12-12 0
X = 1 4 2 = = = 0
—2:(-2)247-(-2)-6 -8-14—6 —28
1 -2 0
2 3 2
_ -6-12-2-8 -28
y = 31 Z = = =1
—28 —28 -28
1 -2 -2
2 1 3
7 = 3 3 1 — 1-12—-18+6—-9+4 _ 11-39 — —-28 _ 1
—28 —-28 -28  -28 '

Solucién: x=0,y=z=1.
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