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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A 0 B) gL
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercici
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programabl
ni graficas ni calculen integrales. Si algan alumno es sorprendido con una calculador
no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A
a 1 1 1
1°) Para cada numero realla matrizA = i 61‘ Cll % tiene por determinante
1 1 1 1
|A| = (a — 1)3. A partir de este hecho, halla el determinante de las siguientes matrices
0 1 1 1 a+1 1 1 1 2a 2 2 2
_[1 0 1 1 _ 2 a 1 1 1 a 1 1
B=11101)¢=| 2 1 a1)P{11 a 1)
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1
11 0 1 1| _ /n_1\3 _ _
BI=11 1 o 1|z~ ==
1 1 1 1
a+1 1 1 1 a 1 1 1 1 1 11
|C|=2 a 1 11_(1 a 1 1],1 a 1 1f_
2 1 a1 1 1 a 1 1 1 a 1
2 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1

=(a—1)34+0=(a-1)53.

Se han tenido en cuenta las siguientes propiedades de los determinantes:
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1.- “Si todos los elementos de una linea de una matriz cuadrada se descomponen
dos sumandos, el valor del determinante es igual a la suma de los determinantes o
tienen en dicha linea el primero y el segundo sumando, respectivamente, siendo |
restantes elementos iguales a los del determinante inicial”.

2.- “Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales su determinante es cero”.

20 2 2 2 a 1 1 1

11 oa 1151 a1 1|y s

Dl=11 1 4 1|21 1 ¢ 1|72 (=D
11 1 1 11 1 1

Se ha tenido en cuenta la propiedad de los determinantes que dice que “si
multiplica o divide una linea de un determinante por un numero distinto de cero, e
valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho nimero”.
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sen x

x > 0.

2°) Sea g la funcion tal qugZ) = 0 y su derivada eg'(x) =

x )
i) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g en eIFp@n,tO).
ii) Seah(x) = 22, Calculan’(%).

iii) Determinaf x% - g'(x) - dx.

y
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
primera derivada de la funcién en ese punto.

senZ
n) . 2

m=g'(;

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene da
pory — yo = m(x — xo):

y—0=%-(x—§); Ty = 2x — 1.

Recta tangente:t = 2x —my —m = 0.

ii)
gx) ' g'(0)-x—g(x)1
h(x)=7 = h(x)=T.
W (E) = 10G)06) a0 1 _
i 6 G T =
[ii)
2 \ 3 . — 2 senx = . .
Jx?-g'(x)-dx = [x*-—=-dx =[x -senx-dx =
u=x->du=dx —
= {dv:senx-dx—>v=—cosx}=>x (—cosx) — [—cosx-dx =
= —x-cosx + [cosx-dx =—x-cosx+senx+C.

[x%-g'(x)-dx =senx—x-cosx+C.
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39 Seqf (x) = Vx2 — x + 1.

i) Determina el dominio de f. ii) Halla sus asintotas.

iii) Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de f.

iv) Dibuja la grafica de f destacando los elementos hallados anteriormente.

)
El dominio de f es el conjunto de valores reales de x que hacen igual o0 mayo
que cero el valor del radicande — x + 1 > 0.

2 _x+1=0; x=1iV21‘4 >x&R = x*—x+1>0,Vx€ER.

D(f) = R.

i)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcidén cuando x tiende a mas o menos infinito.

k =lim f(x) =lim Vvx? —x + 1 = oo.
X—>00 X—00

No tiene asintotsa horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiend:
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo los valores de my n los
siguientesm = 11m f( ) yn = hm [f(x) mx].

V2 _— 2__
= lim — [ _ = lim 2 — jim /x fﬂ = lim |1-—- iz V1= +1.
x—o00 X X—00 X X—00 X X—00 X

1 =—1=>n, = lim (\/xz—x+1+x):oo—oo=>1ndet.=>
X—>—00

) (VxZ—x+14x)(VaZ-x+1-x) ) xZ—x+1—x2 —x+1 o
= lim = lim ———— = lim —=—:>
X——00 VxZ—x+1—x x——00 VX2—x+1-x x——00 VXx2—x+1- o

—x+1
140
= Indet.» lim —2— = |lim

1
>n =z
xX—>—00 xz—x+1 —x  x-o-oo [/ ~ Vir0+0+1 2



, . 1
Asintota oblicua: t; =y = —x + >

m2—1=>n2—11m(Vx2—x+ x)—oo o = [ndet. =

X—00
= lim (VxZ—x+1-x)(Vx2-x+1+x) _ — lim ~ Zox+1-x% lim s S N
X—00 VxZ—x+1+x x00 VXZ—x+1+x  x—oo VXZ-xtltx oo
. _);H : —1+§ -1-0
= Indet.= lim —=—— = lim =

x>00 VH2—xt1-%  xo—oo . 1.1 VI—0+0+1 2
yXToxt1-x 1-245+1

X

Asintota oblicua: t, =y = x — %

iii)
Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

/ . 2x—-1 L . 1
f(x)—zm f(x)—0=>\/7+ 0; 2x 1—0=>x—2

Crecimiento: f'(x) >0 = x >% =X € (%, +00).

Decrecimiento: f'(x) <0 = x <% =>x € (—00,%).

Para que una funcion tenga un extremo relativo es condicion necesaria que ¢
anule su primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos relativos s
recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la prime
derivada, se trata de un minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

2
2:(2VxZ—x+1)-(2x-1 _(2__2x-1 ) B e G Y
f”(x) \ (2Vx2-x+1)-(2x—-1) a1 _ xZ—x Neemerll

4-(x2—x+1) 2-(x2—x+1)

4P x+1)-(2x-1)2  4x?—dx+4-(4x?-4x+1)  AxP—dx+4—4x+4x—-1
4-(x%2—x+1)Vx?—x+1 4-(x?—x+1)Vx2—x+1 4-(x?—x+1)Vx?—x+1

3
4-(x2—x+1)VxZ—x+1

' _ 3 _ 3 _ 3 -
4 ( ) B (‘——+1)- 11l T (1-2+4)Vi—2+4 343 3 > (0 = Minimo.

4 2 4 2

0= fi-i- [




1 ﬁ)

Minimo absoluto: P (E’ .

iv)

Con la informacion obtenida y los elementos hallados en los apartados anteriore
puede hacerse una representacion grafica, aproximada, de la funcion, que es la que
indica a continuacion:

\ AY

\\

AN©)
NS
NI
a
Xy
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x=5+1t
4°) Consideremos el pun®{6,—1,5) ylarectar ={y =—-t ,t€R.
z=1-12t

i) Halla la ecuacion del plarmg perpendicular a r que contiene a P.
ii) Determina el punto Q donde la recta r corta al ptano

iii) Determina el punto S simétrico de P respecto a la rectarr.

o

Un vector director de la recta rgs= (1, -1, —2).

Por ser r perpendicularm el vector director de r es un vector normal al plano
7 por lo cual, la expresion implicita del plam@st = x —y — 2z+ D = 0.

Por contener el plano al puntoP(6,—1,5) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x—y—2z+D=0

P(6,_1,5)}=>6—(—1)—2-5+D:0;6+1—10+D=0;

—-3+D=0=D=3.
n=x—y—2z+3=0.

i)
El punto Q donde la recta r corta al planes la solucion del sistema que forman:
n=x—-y—2z+3=0
r:{x=5:t = (5+1t) — (—t) — 2(1 — 2t) + 3 = 0;

y=-
z=1-—2t

54+4t+t—2+4+4t+3=0; 6t+6=0; t+1=0=>t=—1.
x=5+t
rz{yz—t = t=-1 = Q(41,3).
z=1-2t

iii) r
El punto pedido S que, légicamente

pertenece al planmo determina con los puntos P y T
Q los vectore®Q y OR. /)b//P(Zl 5)

S(x, ¥, 2)

Para que el punt®x, y, z) sea el simétrico

de P con respecto a r, los vectaPesy QR tienen
gue ser iguales:




PG=0QS = [Q-P]=[S-Q];
(4,1,3) - (6,—-1,5) =[(x,y,2) — (4,1,3)]; (—-2,2,-2)=(x—4,y—1,z—-3) =

X—4==-2-x=2
= {y—1:2—>y=3 } = 5(2,3,1).
z—3=-2-z=1
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PROPUESTA B

1°) Para cada numero realla matrizA = tiene por determinante

_ =l Q
_m,Q
R QR
e

|A| = (a — 1)3. A partir de este hecho, halla el determinante de las siguientes matrices

0 a+1 2a

2
1
a

(SR e R

1 +
1\ . [ 2
1¢= 2
1 2

_ Q=

1
1\
1)P=
1

= N

1 2
a 1 a
1 1 1
1 1 1

[MEN SN
_OR R

1

sen x

2°) Sea g la funcién tal qugZ) = 0 y su derivada eg'(x) = x > 0.

’
X

i) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g en eIFp@nIO).

it) Seah(x) =22, Calculan’(%).

iii) Determinaf x% - g’ (x) - dx.

(Resueltos en la propuesta A)

a-senx+b-cosx, Six<§ _
-, silendoa y b

39 Consideramos la funcigfi(x) = " _
sen“x —a - Ccosx, SLXZE

ndmeros reales arbitrarios:
i) Estudia, segun los valores g b, la derivabilidad de la funcion f.

ii) Calcula la funcion derivadél (x) en los casos en quf€x) sea derivable en todo
su dominio.

)
Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que S
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continusla, b € R. Se trata de determinar los valoreside
b para que sea derivable en el punto Cl‘l')tiGOg.

Para que la funcién sea continuaxen % es necesario que sus limites laterales
en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.



li(r,?)_f(x)=1in},(a-senx+b-cosx)=a-1+b.0:a

x—>7 _9(—)E

lim f(x) = lim(sen’x —a-cosx) = 1 = f(%) =a=1
x-(3) x>z

y senx+b-cosx, six<-—
La funcion resultgf (x) =

=, que es derivable para
N 2

cualquier valor real de b, excepto para el valor cribh:ssz, cuya derivabilidad vamos
a forzar determinando el correspondiente valor de b.

sen’x —cosx, six >

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y, adem:
sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

. T
cosx—Db-senx, six<- +
/ — 2 (T _ o (T
f(X)— . T = f > —f -] =
2sen x - cosx + senx, szxZ;
T T T T T
= coS E—b-senE=258n5-cosz+sen5; O0—b-1=senm+1;

—-b=0+1=> b=-1.

La funcion es derivableen Rparaa=1yb = -1

y sen x — cos x, six<Z
La funcion e (x) =

:‘N

sen’x —cosx, Six >

2

: . cosx + sen x, six<§
La funcion derivada ef'(x) =

sen (2x) + senx, six = %

La derivada d¢'(x), que es la segunda derivada, es la siguiente:

—senx +cosx, Si x <%
144
fx) =

2 cos(2x) + cosx, six > %
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x+y+z=2a—-1
4°) Discute el sistema de ecuacior{éx +y+az=a , segun el valor de, y
x+ay+z=1
resuélvelo cuando sea compatible determinado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 1 1 1 1 2a-—1
M=<2 1 a>yM’=<2 1 a a )
1 a 1 1 a 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedscel siguiente:

1 1 1
IM|=(2 1 a|=14+2a+a-1—-a*—-2=-a’+3a—-2=0;
1 a 1
a?-3a+2=0; a=2"="2 5 a;=1a,=2.

Para {Z i ;} = Rang M = Rang M' = 3 = n2%inc6g.= S.C.D.

1 1 11
Paraa=1=>M’=<2 1 1 1>=>RangM’=2.
1 1 11

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 <n%incbdg.= S.C.I.

1 1 1 3
Paraa=2:M’=<2 1 2 2>=>RangM’=>{Cl=CZ}=>
1 2 11
1 1 3
= {C,C,,C}=>12 1 2|=14+124+2-3-4—-2=6+0= RangM' =3.
1 2 1

Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Resolvemos por Gauss par& 1y a # 2, que es compatible determinado.

2 1 a a =>{ }=> 0 -1 a—2 2-3a]=

F.>F.—F
1 a 1 1 37T h 0 a—1 0 2-2qa



_ 2-2a _ -2(a-1) Sy= _9

a—1 a—1

=Yy

—(—2)+(a—2)z=2—3a=>z=—:.

- - 2_ -
x_2+a_if;=2a_1; x=2a+1+a3a _ (2a+1)(a-2)+3a _ 2a°-4ata-2+3a

-2 a—2 a—-2

_2a?-2 _ 2(a®-1) _

X.
a—2 a-2

2 -
2(a 1)’y:_2,2=a—i621,va€R_{112}'

Solucion: x =
a—2
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