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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que 
se le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios 
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 

Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables 
ni gráficas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con una calculadora 
no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la 
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra. 
 
PROPUESTA A 
 

1º) Para cada número real �, la matriz � = �� 11 � 1 11 11 11 1 � 11 1� tiene por determinante 

|�| = �� − 1
�. A partir de este hecho, halla el determinante de las siguientes matrices: 
 

� = �0 11 0 1 11 11 11 1 0 11 1�, � = �� + 1 1 12 � 122 11 �1    1111�, � = �2� 21 � 2 21 11 11 1 � 11 1�. 

 
---------- 

|�| = �0 11 0 1 11 11 11 1 0 11 1� = �0 − 1
� = −1. 

 

|�| = �� + 1 1 12 � 122 11 �1    1111� = �� 1 11 � 111 11 �1    1111� + �1 1 11 � 111 11 �1    1111� =  

 = �� − 1
� + 0 = �� − 1
�. 
 
 Se han tenido en cuenta las siguientes propiedades de los determinantes: 



1.- “Si todos los elementos de una línea de una matriz cuadrada se descomponen en 
dos sumandos, el valor del determinante es igual a la suma de los determinantes que 
tienen en dicha línea el primero y el segundo sumando, respectivamente, siendo los 
restantes elementos iguales a los del determinante inicial”. 
 
2.- “Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales su determinante es cero”. 
 

|�| = �2� 21 � 2 21 11 11 1 � 11 1� = 2 · �� 11 � 1 11 11 11 1 � 11 1� = 2 · �� − 1
�. 

 
 Se ha tenido en cuenta la propiedad de los determinantes que dice que “si se 
multiplica o divide una línea de un determinante por un número distinto de cero, el 
valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho número”. 
 

********** 
  



2º) Sea g la función tal que ����� = 0 y su derivada es ����
 = ��� �� , � > 0. 

 !
 Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de g en el punto " #$% , 0'. 

 !!
 Sea ℎ��
 = )��
� . Calcula ℎ�����. 

 !!!
 Determina * �% · ����
 · +�.  
---------- !
  

 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de la 
primera derivada de la función en ese punto. 
 

 , = �� #$%' = ��� ���� = -��  ⇒ / = 01. 

 
 La expresión de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada 
por 2 − 23 = ,�� − �3
: 
 

 2 − 0 = %$ · #� − $%' ;   52 = 2� − 5. 

 6789� 9�:�7:97: 9 ≡ 2� − 52 − 5 = 0. 

 !!
  

 ℎ��
 = )��
�  ⇒  ℎ���
 = )=��
·�>)��
·-�� . 

 ℎ� #$%' = ��·)=#��'>)#��'
#��'� = ��·��>3

#��'� = -��? = @$�. 
 !!!
  
 * �% · ����
 · +� = * �% · ��� �� · +� = * � · A7: � · +� ⇒  
 ⇒  B C = � → +C = +�+E = A7: � · +� → E = − cos �I ⇒ � · �− cos �
 − * − cos � · +� =  

 = −� · cos � + * cos � · +� = −� · cos � + A7: � + �. 
 * �% · ����
 · +� = A7: � − � · cos � + �. 

 
********** 

  



3º) Sea J��
 = √�% − � + 1. 
 !
 Determina el dominio de f.  !!
 Halla sus asíntotas. 
 !!!
 Determina los extremos relativos y estudia la monotonía de f. 
 !E
 Dibuja la gráfica de f destacando los elementos hallados anteriormente. 
 

---------- !
  
 El dominio de f  es el conjunto de valores reales de x que hacen igual o mayor 
que cero el valor del radicando: �% − � + 1 ≥ 0. 
 

 �% − � + 1 = 0;   � = -±√->@%  ⇒ � ∉ 6 ⇒   O0 − O + P ≥ Q, ∀O ∈ T. 

 ��J
 ⇒ 6. 

 !!
  
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la 
función cuando x tiende a más o menos infinito. 

     U = lim�→Y J��
 = lim�→Y √�% − � + 1 = ∞. 

 [\ 9!7:7 �Aí:9\9A� ℎ\^!_\:9�`7A. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.  
 [\ 9!7:7 �Aí:9\9�A E7^9!8�`7A. 
 
 Asíntotas oblicuas: son de la forma 2 = ,� + :, siendo los valores de m y n los 

siguientes: , = lim�→Y a��
�   y : = lim�→YbJ��
 − ,�c. 
 

         , = lim�→Y a��
� = lim�→Y √��>�d-� = lim�→Y e��>�d-�� = lim�→Y e1 − -� + -�� = √1 = ±P. 

 
 ,- = −1 ⇒ :- = lim�→>Y�√�% − � + 1 + �� = ∞ − ∞ ⇒ f:+79. ⇒ 

 ⇒ lim�→>Y �√��>�d-d���√��>�d->��√��>�d->� = lim�→>Y ��>�d->��√��>�d->� = lim�→>Y >�d-√��>�d->� = YY ⇒  

 ⇒ f:+79. ⇒ lim�→>Y
hijkhili�hijkhihi

= lim�→>Y ->kie->kid ki�d- = -d3√-d3d3d- ⇒ mP = P0. 



�Aí:9\9� \n`!8C�: 9- ≡ 2 = −� + -%. 

 
 ,% = 1 ⇒ :% = lim�→Y�√�% − � + 1 − �� = ∞ − ∞ ⇒ f:+79. ⇒ 

 ⇒ lim�→Y �√��>�d->���√��>�d-d��√��>�d-d� = lim�→Y ��>�d->��√��>�d-d� = lim�→Y >�d-√��>�d-d� = >YY ⇒  

 ⇒ f:+79. ⇒ lim�→Y
hijkili�hijkhii

= lim�→>Y >-dkie->kid ki�d- = >->3√->3d3d- ⇒ m0 = − P0. 

 �Aí:9\9� \n`!8C�: 9% ≡ 2 = � − -%. 

 !!!
  
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 J���
 = %�>-%√��>�d-  ⇒  J���
 = 0 ⇒ %�>-%√��>�d- = 0;   2� − 1 = 0 ⇒ O = P0. 

 �^78!,!7:9\: J���
 > 0 ⇒ � > -%  ⇒ � ∈ #-% , +∞'. 

 �78^78!,!7:9\: J���
 < 0 ⇒ � < -%  ⇒ � ∈ #−∞, -%'. 

 
 Para que una función tenga un extremo relativo es condición necesaria que se 
anule su primera derivada. Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se 
recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera 
derivada, se trata de un mínimo relativo y, si es negativa, de un máximo relativo. 
 

 J����
 = %·�%√��>�d-�>�%�>-
·p%· �ihk�li�hijkq@·���>�d-
 = %√��>�d-> ��ihk
��li�hijk%·���>�d-
 = 

 = @·���>�d-
>�%�>-
�@·���>�d-
·√��>�d- = @��>@�d@>�@��>@�d-
@·���>�d-
·√��>�d- = @��>@�d@>@��d@�>-@·���>�d-
·√��>�d- =  

 = �@·���>�d-
·√��>�d-. 

 

 J���k�� = �@·#k?>k�d-'·ek?>k�d- = ��->%d@
·√->%d@ = ��·√� = √�� > 0 ⇒ ríms/t. 

 

 J�k�� = e-@ − -% + 1 = e->%d@@ = √�% . 

 



uí:!,\ �nA\`C9\: " #-% , √�% '. !E
  
 Con la información obtenida y los elementos hallados en los apartados anteriores 
puede hacerse una representación gráfica, aproximada, de la función, que es la que se 
indica a continuación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
   

Y 

-% O X 

f (x) 

P 



4º) Consideremos el punto "�6, −1, 5
 y la recta ̂ ≡ x� = 5 + 9  2 = −9      _ = 1 − 29, 9 ∈ 6. 

 !
 Halla la ecuación del plano 5, perpendicular a r que contiene a P. 
 !!
 Determina el punto Q donde la recta r corta al plano 5. 
 !!!
 Determina el punto S simétrico de P respecto a la recta r. 
 

---------- !
  
 Un vector director de la recta r es Eyzzz{ = �1, −1, −2
. 
 
 Por ser r perpendicular a 5, el vector director de r es un vector normal al plano 5 por lo cual, la expresión implícita del plano 5 es 5 ≡ � − 2 − 2_ + � = 0. 
 
 Por contener el plano 5 al punto "�6, −1, 5
 tiene que satisfacer su ecuación: 
 5 ≡ � − 2 − 2_ + � = 0                         "�6, −1, 5
| ⇒ 6 − �−1
 − 2 · 5 + � = 0; 6 + 1 − 10 + � = 0;  
 −3 + � = 0 ⇒ ~ = �. 5 ≡ � − 2 − 2_ + 3 = 0. !!
  

El punto Q donde la recta r corta al plano 5 es la solución del sistema que forman: 
 5 ≡ � − 2 − 2_ + 3 = 0

                ^ ≡ x� = 5 + 9  2 = −9      _ = 1 − 29� ⇒ �5 + 9
 − �−9
 − 2�1 − 29
 + 3 = 0;  
 5 + 9 + 9 − 2 + 49 + 3 = 0;   69 + 6 = 0;   9 + 1 = 0 ⇒ � = −P. 

 

 ^ ≡ x� = 5 + 9  2 = −9      _ = 1 − 29   ⇒   9 = −1  ⇒   ��4, 1, 3
. 

 !!!
  
 El punto pedido S que, lógicamente 
pertenece al plano 5 determina con los puntos P y 
Q los vectores "�zzzzz{ y �6zzzzz{. 
 
  Para que el punto ���, 2, _
 sea el simétrico 
de P con respecto a r, los vectores "�zzzzz{ y �6zzzzz{ tienen 
que ser iguales: 

S(x, y, z) 

π 

r 

Q P(6, -1, 5) 



 "�zzzzz{ = ��zzzzz{  ⇒  b� − "c = b� − �c;  
 �4, 1, 3
 − �6, −1, 5
 = b��, 2, _
 − �4, 1, 3
c; �−2, 2, −2
 = �� − 4, 2 − 1, _ − 3
 ⇒ 
 

⇒  x� − 4 = −2 → � = 22 − 1 = 2 → 2 = 3  _ − 3 = −2 → _ = 1�   ⇒   ��2, 3, 1
. 

 
********** 

  



PROPUESTA B 
 

1º) Para cada número real �, la matriz � = �� 11 � 1 11 11 11 1 � 11 1� tiene por determinante 

|�| = �� − 1
�. A partir de este hecho, halla el determinante de las siguientes matrices: 
 

� = �0 11 0 1 11 11 11 1 0 11 1�, � = �� + 1 1 12 � 122 11 �1    1111�, � = �2� 21 � 2 21 11 11 1 � 11 1�. 

 
2º) Sea g la función tal que ����� = 0 y su derivada es ����
 = ��� �� , � > 0. 

 !
 Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de g en el punto " #$% , 0'. 

 !!
 Sea ℎ��
 = )��
� . Calcula ℎ�����. 

 !!!
 Determina * �% · ����
 · +�.  
 
 

(Resueltos en la propuesta A) 
 
 

3º) Consideramos la función J��
 = x� · A7: � + n · cos �,   A! � < $%A7:%� − � · cos �,   A! � ≥ $% , siendo � y b 

números reales arbitrarios: 
 !
 Estudia, según los valores de � y b, la derivabilidad de la función f. 
 !!
 Calcula la función derivada J���
 en los casos en que J��
 sea derivable en todo 
su dominio. 

---------- !
  
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto. 
 
 La función f(x) es continua ∀�, n ∈ 6. Se trata de determinar los valores de α y 
b para que sea derivable en el punto crítico � = �%. 

 
 Para que la función sea continua en � = $% es necesario que sus límites laterales 

en ese punto sean iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 



lim�→����h J��
 = lim�→���� · A7: � + n · cos �
 = � · 1 + n · 0 = �
lim�→����j J��
 = lim�→���A7:%� − � · cos �
 = 1 = J����                   � ⇒ � = 1. 

 

 La función resulta J��
 = xA7: � + n · cos �,   A! � < $%A7:%� − cos �,   A! � ≥ $% , que es derivable para 

cualquier valor real de b, excepto para el valor críticos � = �%, cuya derivabilidad vamos 

a forzar determinando el correspondiente valor de b. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y, además, 
sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales. 
 

 J′��
 = x 8\A � − n · A7: �, A! � < $%2A7: � · cos � + sen �,   A! � ≥ $%   ⇒  J� #$%'> = J� #$%'d ⇒ 

 ⇒ 8\A $% − n · A7: $% = 2A7: $% · cos $% + sen $% ;   0 − n · 1 = A7: 5 + 1;  
 −n = 0 + 1 ⇒  n = −1. 
 �� JC:8!ó: 7A +7^!E�n`7 7: 6 ��^� � = 1 2 n = −1 . 
 

 La función es J��
 = x A7: � − cos �,   A! � < $%A7:%� − cos �,   A! � ≥ $%.  

 

La función derivada es J′��
 = x cos � + A7: �, A! � < $%A7: �2�
 + A7: �, A! � ≥ $%. 

 
La derivada de J′��
, que es la segunda derivada, es la siguiente: 

 

J����
 = x −A7: � + 8\A �, A! � < $%2 cos�2�
 + cos � ,  A! � ≥ $%. 

 
********** 

 
  



4º) Discute el sistema de ecuaciones x� + 2 + _ = 2� − 12� + 2 + �_ = �     � + �2 + _ = 1        , según el valor de �, y 

resuélvelo cuando sea compatible determinado. 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 u = �1 1 12 1 �1 � 1� y u′ = �1 1 12 1 �1 � 1    2� − 1�1 �. 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

 |u| = �1 1 12 1 �1 � 1� = 1 + 2� + � − 1 − �% − 2 = −�% + 3� − 2 = 0; 
 �% − 3� + 2 = 0;   � = �±√�>�% = �±-%  ⇒  �P = P, �0 = 0. 

 "�^� B� ≠ 1� ≠ 2I ⇒ 6�:� u = 6�:� u� = 3 = :º !:8ó�. ⇒ �. �. �. 
 

 "�^� � = 1 ⇒ u� = �1 1 12 1 11 1 1    111� ⇒ T�m� r� = 0. 

 "�^� � = 1 ⇒ 6�:� u = 6�:� u� = 2 < :º !:8ó�. ⇒ �. �. f. 
 

 "�^� � = 2 ⇒ u� = �1 1 12 1 21 2 1    321� ⇒ 6�:� u� ⇒ ��- = �%� ⇒ 

 

⇒  ��-, �%, �@� ⇒ �1 1 32 1 21 2 1� = 1 + 12 + 2 − 3 − 4 − 2 = 6 ≠ 0 ⇒ T�m� r� = �. 

 "�^� � = 2 ⇒ 6�:� u = 2;  6�:� u� = 3 ⇒ �!A97,� !:8\,��9!n`7. 

 
 
 Resolvemos por Gauss para � ≠ 1 y � ≠ 2, que es compatible determinado. 
 

 �1 1 12 1 �1 � 1    2� − 1�1 � ⇒ ��% → �% − 2�-�� → �� − �- | ⇒ �1 1 10 −1 � − 20 � − 1 0     2� − 12 − 3�2 − 2�� ⇒ 

 



⇒ 2 = %>%��>- = >%��>-
�>- ⇒ � = −0. 

 −�−2
 + �� − 2
_ = 2 − 3� ⇒ � = >���>0. 

 � − 2 + >���>% = 2� − 1;   � = 2� + 1 + ���>% = �%�d-
��>%
d���>% = %��>@�d�>%d���>% =  

 = %��>%�>% = 0��0>P��>0 = O. 

 �\`C8!ó:: � = %���>-
�>% , 2 = −2, _ = >���>% , ∀� ∈ 6 − �1, 2�. 
 

********** 
 


