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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagpropuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejeraleiasa propuesta y a ejercicios dis-
tintos de la otra. Es necesario justificar las wespas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempe no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algun aluressorprendido con una calculadora
no autorizada, podra ser expulsado del examemdendaso, se le retirara la calcula-
dora sin que tenga derecho a que le proporcioman ot

PROPUESTA A

1°) i) Halle una funciérf tal quef(0) = 1y parax > —1 cumplef’(x) = %
ii) Calcule el &rea de la regidén que delimita la geaflef'(x) y el eje de abscisas
para0 < x < 1.

iii) Determine, si existe}l{i_r}ré %
o
f(x)=ff’(x)-dxzfli—x-dxzflﬁ;l-dxzf(l—ﬁ)-dxz
=x—L(Q+x)+C.
fF(0)=1=>0-L(1+0)+C=1; 0-0+C=1=C=1.
f(x)=x—-L(1+x)+1.
i0)

En el intervalod < x < 1, todas las ordenadas de la funcdfix) = % son
positivas, por lo cual, la superficie a calculataesiguiente:

S= [ 1) = [ de = - LA+ 0N =

1+x
=(1-12)-(0—-L1)=1-12=1-0,593 = 0,307.
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S=[f'(x) dx =0307u?

iii)

@ e Ter x __o _o

M it~ A Vel Al oy Taon o mdet.
> lim x-(Vx+1+1) ) x-(Vx+1+1) — lim x-(Vx+1+1) _

x—0 (1+x)(Vx+1-1)(Vx+1+1) = xl_r,r(l) (1+x)[(\/m)2_1] T x50 1+ (x+1-1)

. x-(Vx+1+1) . NxF1+1 Vo141 141
= lim——————— = lim = = = 2.
x—0 (1+x)x x—=0 1+x 140 1
!
lim &) _
x—>0 Vx+1-1
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2°) i) ¢Cual es el angulo que forman los vectores nosnilp v que satisfacen la
igualdad|u x v| = |u] - |¥]|?

ii) Los vectoresi y b cumplen|d| = 1, |b| = 2 y su producto escalar és b = 2.
Calcule el producto vectoridl x b.

0)
Por definicion:|u x v| = |u| - |¥] - sen a, siendoa el angulo que forman los
vectores.

Por sefu x v| = |u] - |V|, se deduce quena =1 = a = 90°.

Los vectors Uy v forman un dngulo de 90°.

i0)

Por definicién de producto escalar de dos vectdres = |d| - |b| - cos a.
Con los datos del ejercicioes=1-2-cosa = cosa=1 = a = 0°.
|€L><E| = |€L|-|B|-sen0°=1-2-sen0°=2-0=0.

Como quiera que el producto vectorial de dos vestes otro vector:

Los vectoresi y b cumplen|d| = 1, |b| = 2 y su producto escalar s b = 2.
Calcule el producto vectorial x b.

iaxb=0.
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5x
2+1

3°) Seag(x) =
i) Determine el dominio de g. ii) Halle sus asintotas.

iii) Determina los extremos relativos y estudie la nmmia de g.

iv) Dibuje la grafica de g destacando los elementthadus anteriormente.

y
Por tratarse de una funcion racional su domini® esxcepto los valores de x
que anulan el denominador y comaxést 1 # 0,vx € R = D(g) = R.

i)
Asintotas horizontales: son de la forma y = kiy ks valores finitos de la fun-
cion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k = llm g(x) =lim x2+1x = o0 = No tiene asintotas horizontales.
X—00

Asintotas verticales: son los valores finitos dgug hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

x>+ 1+0,Yx €ER = No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo:

m = lim &% )yn = lim [g( ) mx].
x—oo X X—00 X
x —-5x 3 5
. . X"—oX
m=llmg——l 2241 = |im — =1
x—oo X x—oo X x—oo X°+X

3 3 3

x°—5x . xX°—=5x—x°—x . —-6Xx

n = lim [g()—mx]—hm( —x)=11m—=11m =0.
X—00 X X—00 +1 X—00 x2+1 x—00 X2+1

Larectay = x es asintota oblicua de la funcion.

iii)
Una funcién tiene un extremo relativo (maximo mimio) para los valores de x
gue anulan su primera derivada.

(x) (Bx%-5)-(x2+1)—(x3-5x)-2x _ 3x*+3x%—-5x%-5-2x*+10x% _ x*+8x%-5
9 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 °




x*+8x2%—

gx) =0 (x2+1)25 =0; x*+8x2—5=0.

Se trata de una ecuacion bicuadrada. HacieAdey = y? +8y —5 = 0.

_ 84VGITI0 _ —8+VBE _ —84\AZT _ —Sizzm = —4+21>

2 2 2 o
>y, = —4++21,y, = —4 —/21.
La soluciény, = —4 —+/21 por ser menor que cero no tiene soluciones en x.
y = —4 ++/21 = 0,58. Deshaciendo el cambio de variable:
x2=y=y=+Jx=1+,058= x, = —0,76,x, = 0,76.
Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada:

Si es negativa para los valores que anulan la paimherivada se trate de un maximo
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

_ (ax3+16x)(x%+1)%2—(x*+8x%-5)[2(x2+1)-2x] _ (4x3+16x)(x%+1)—4x(x*+8x%-5)

g"(x) = (x2+1)* (x?+1)3

_4x®+4x3+16x3+16x—4x5-32x3+20x _ —12x3+36x _ —12x-(x%-3) _ " (x)

N (x2+1)3 T T @+ 9 W
g"'(=0,76) = ~12(2070' () g = Maximo relativo parax = —0,76.

(+)

(-0,76)3-5-(-0,76) _ 4,26

g(=0,76) = Crrerr S 1eg = 2422 Max.= A(—0,76,2,42).
_ (=x)3-5-(=x) _ —x3+5x _  x-5x _ .,
Por selg(—x) = L - e - e s g(x), lafunciong(x) es

simétrica con respecto al origen, por lo cual:

Min.= B(0,76,—2,42).

Teniendo en cuenta que la funcion es continua grelRnaximo y minimo ob-
tenidos anteriormente, la monotonia de la func®laeiguiente:

Crecimiento = g'(x) > 0 = x € (—o0,—0'76) U (0’76, +0).

Decrecimiento = g'(x) < 0= x € (—0'76,0'76).

iv)
Considerando los elementos hallados anteriormamtgresentacion grafica,



aproximada, de la funcion es la que aparece ar@wion.

También se ha tenido en cuenta que la funciénguasel origen de coordenadas,
gue es un punto de inflexion.

| |
| |
| |
| |
I T
| |
| |
| |
| |
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x=2+al
4°)Dadaslasrecta35§=2—y=%ysz y=21 ,1€R.
z=5—64

i) Halle una ecuacion para el plamgue pasa pap(0,0,0) y es perpendicular ar.

ii) Estudie la posicion relativa de las rectas r g fuacion dex.

0)
Un vector director de r &8 = (2,—1, 3).

Por ser el plang perpendicular a la recta r, el vector normal dexh@ es lineal-
mente dependiente del vector director de la recta.

El planom carece de término independiente por pasar paigerode coordena-
das; su expresion general es la siguiente:

n=2x—y+3z=0.

i0)

Un punto y un vector director de cada una dedefas son los siguientes:
RectarA(0,—2,1) yv, = (2,—1,3). RectasB(2,0,5) y v, = (a,2,—6).

Para que los vectores y v, sean linealmente dependientes tienen que ser pro-
porcionales sus componentes:

a -6
2225822 25g=-4
2 3

N

Paraa = —4 las rectas r y s son paralelas. Para diferenctase de que sean o
no coincidentes comprobamos si el pufite r pertenece o no a la recta s:

x=2+ak
S=4y =24 _ _ 0=2—-a

=t 6l 22A=-2>1= 1=>1¢5+6}:>A$s,VaeR.
A(0,—-2,1)

Para a = —4 las rectas r y s son paralelas no coincidentes.

Paraa # —4 los vectore®, y v, son linealmente independiente por no ser pro-
porcionales sus componentes; esto implica quesldag r y s se cortan 0 se cruzan.
Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el



punto B € s:w = AB = [B — A] = [(2,0,5) — (0,—2, )] = (2,2, 4).

Segun que los vectores {v,, v, w} sean o no coplanarios las rectas ry s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v,, w} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 1 3
Rang {v,,ve,Ww}=>|la 2 —-6|=16+6a—12—-12+ 24 —4a =
2 2 4

=2a+16=0; a+8=0=a=-8.

Para a = —8 las rectas r y s se cortan.

Las rectasry s se cruzanVa € R — {—4,—8}.
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PROPUESTA B

1°) i) Halle una funciérf tal quef(0) = 1y parax > —1 cumplef’(x) = .

ii) Calcule el &rea de la regidén que delimita la geaflef'(x) y el eje de abscisas
para0 < x < 1.

f ’(x)
-0 Vx+ -1

iii) Determine, si eX|steh,

2°) i) ¢Cual es el angulo que forman los vectores nosnilp v que satisfacen la
igualdad|u x ¥| = |u] - |¥]|?

ii) Los vectoresi y b cumplen|d| = 1, |b| = 2 y su producto escalar é@s b = 2.
Calcule el producto vectorial x b.

(Resueltos en la propuesta A)

Lx+1) +1, six>0

3°) Segg(x) = {
ax+b, six< 0

i) Halle los valores de y b para que la funcién g sea continua en R.

ii) Determine los valores dey b para los cuales g sea derivable en R.

iii) Para los valores dey b del inciso anterior, calcule la derivada de g.

y
La funciéng(x) es continua eR,Va,b € R, excepto para = 0, para lo cual
se van a determinar los valoresodgb para que lo sea.

Para que la funcidén sea continuaxes 0 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcion erpasto.

lim glx) = li [L(xH) + 1] =1+1=2 (¥)
=>b=2.
llrgl_g(x) = hm(ax +b)=b=f(0)=2
X—
Lix+1) L1 _ 0 = =
() 1im X = 2 = 3 5 nd. = {1'Hopital} = lim =1 = $5 = 1,
x— o

La funcién g(x) es continuaex x =0,Ya€Ry b = 2.




ii)
Ler+1) +1, six>0

La funcion resultag (x) = {
ax + 2, six < 0

Una funcion es derivable en un punto cuando, siamhtinua en ese punto,
existen las derivadas laterales y ademas son guale

x—(x+1)L(x+1)

a six<0
L(x+1) _ mx L(x+1) _ ——L(x+1) _ x—(x+1)L(x+1)
(%) Siendo h(x) = = h'(x) = = = D)
g'(0+) = LQHDLOH) _ 0 == Indet. Se obtiene el limite:

02(0+1)

x— (x+1)L(x+1) 0
hmg (x) = 31(1_r>r(1) ot D)

i Indet.= {L’Hopital} =

) 1L+ +(x+1)—~ . 1-[L(x+1)+1 . 1-L(x+1)-1 . —L(x+1
= lim 1| "+1=11m—[( i e s oD -
x—0 2x-(x+1)+x2-1 x>0 2x2+2x+x2 x—0 2x2+2x+x2 x—0 3x2+42x
= - 1 1
= - : Indet.=> {L’Hopital} = 11m L — 04— _ 2 o g/(0F) = —=.
50 6x+2 042 2 2

g'(07) =a.
g0 =g'(07) = a=—-2.

g(x) es derivable en R para a = —% yb=2.

iii)
x—(x+1)L(x+1)
x2(x+1)

x>0

g'(x) = !
_E six <0
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px+vy+z=p>
x—y+z=1
3xX—y—z=
6x—y+z=3p

4°) Discuta, en funcion del paramefoel sistem 1Y resuélvalo

cuando sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpsesntes:

g1 1 g1 1 p?
(1 -1 1 1 -1 1 1
A=l3 1 1 ]Y4=l3 1 1 1

6 -1 1 6 -1 1 38

En primer lugar se determina el rango de la matnpliada en funcion de

g1 1 p°
|A"] = % :% _11 % = Sumando la tercera fina a todas las demas:
6 -1 1 3B
B+3 0 0 p*+1 B+3 0 pP+1
1A' = g j _01 % -4 2 2 |>
9 -2 0 38+1 9 2z 3p+1

f+3 0 p*+1
5 0 38-1

g+3 B*+1|_

5 351"

(B+3)BB—-1)—-5*+1)=0; 32— +9B8—-3—-5B2-5=0;
282 -8B +8=0; B2 —4B+4=0; (B—-2)>=0= B =2.
Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Para f # 2 = Rang A = 3; Rang A’ = 4 = Sistema incompatible.

2 1 1 2 1 1 4
— ' — 1
Paraf = 2 esA = % _% _11 yA = é _% _11 1]
6 -1 1 6 -1 1 6
2 1 1
Rang A = {F;,F,,F;}=>|1 -1 1[(=2-1434+342+1#0>
3 -1 -1




= Rang A = 3.

Paraff =2 = Rang A= Rang A' =3 = S.C.D.

2x+y+z=4
, x—y+z=1 . :
Pargf = 2 el sistema e 3x—y—z=1 gue tiene cuatro ecuaciones con tres
6x—y+z=6

incognitas. Para resolverlo es suficiente condoemciones; cogemos las 3 primeras y
resolvemos por la regla de Cramer:

4 1 1
1 -1 1
1 -1 -1l _ 4-1+1+144+1 10
X = > 1 1 = = — = 1
2-1+3+3+2+1 10
1 -1 1
3 -1 -1
2 4 1
11 1
_ -2+1+12-3-2+4 10
y = 3 1 1 = = — = 1
10 10 10
2 1 4
1 -1 1
_ -2-4+3+12+2-1 10
7 = 3 11 = = — = 1
10 10 10

Solucion del sistema:x =y =z = 1.
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