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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A 0 B) gL
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios ¢
tintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programabl
ni graficas ni calculen integrales. Si algan alumno es sorprendido con una calculadot
no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calcu
dora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Sean las matrices= (1 %) yB = ((1) i)

i) Halle la matriz inversa de A.

ii) Encuentre la matriz X tal que- X = B.

i)
Se obtiene la inversa de A mediante el método de Gauss-Jordan.
(/1 111 0 _ 1 111 0
(‘4”)‘(1 210 1):{FZ_’FZ Fl}:)(o 1l—1 1):>
1 012 -1 _ 2 -1
:>{F1—>F1—F2}=>(0 1l-1 1) =4 1=(—1 1)'
i)

A - X = B, multiplicando por la izquierda los dos términos pot:

A1 A X=A1.B: - X=A1B = X=A41.B.

x=atm=(5 )G ) 2= )
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1
2°)i) Calcule, si eXiStdin’(l)(l + 4x%)senx,
X—

ii) Halle el area de la region delimitada por las graficas de las siguientes parabola

y =x2,x =vy2.

y

1 1
lirr(l)(l + 4x?)sen?x = (14 0)o = 1° = Ind.del tipon®e.
X—
1
SiendoA = lirré(l + 4x?%)sen?x y tomando logaritmos naturales:
xX—

1
LA=1L [lirré(l + 4x2)sen2x]. Teniendo en cuenta que el logaritmo de un limite
X—
es el limite del logaritmo:

LA = lim [L(1 + 4x )z ] = lim [

x—0

2)] _ l L(1+4x2) _

0 sen?x

8x

L(1+0 L1 .
= L )=—_—=>Ind=>{LHopltal}=>llm¢=llm =
sen20 0 Xx—0 2-Sen x-cosx x—0 (1+4x2%)-sen (2x)

8x

X

= lim - lim
x—0 1+4x2%2 x50 sen (2x)

=M-N. (*

M = lim 8 =i=8.

x—0 1+4x2 1+0

N = lim

x—>0 sen (2 )

1 1
= 5 = Ind.= {L’Hopital} = 31(1_)0 rcosen — 712

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de My N:

LIA=M-N=8--=4=A4=¢e*

N |-

lim(1 + 4x2)sen2x =e*

x—-0

i)
Los puntos de corte de las parabolas tienen por abscisas las soluciones reales
la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

_ 2 _ 2
=X ) =x
Y 2} o también: Y }=>x2 =x; x*=x% x*—x%=0;
X=7y y =x

x?(x*—1)=0>x;, =0,x, = 1,x3 = —1. (la soluciérx = —1 no tiene sentido).



Los puntos de corte s@n(0,0) y A(1, 1).

La representacion gréfica de la situacion es, aproximadamente, la expresada «
la figura adjunta.

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la s
guiente:

14 1 3
S:fol(\/—_xz)dx:fol(x%—xz)dx= [le _x;] =<1—2—1?3>—0:
0

1 3
—+ 2
2 2

1

3

wilN
Wl
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x3+2x2
2_4 -

3°) Seag(x) =
i) Determine el dominio y la continuidad de g.

ii) Halle las asintotas de la gréafica de g.

iii) Determina los extremos relativos y estudie la monotonia de g.

iv) Dibuje la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.

x3+2x%  x%(x+2)  x?
2_4 (x+2)(x-2) x=-2°

La funcion puede simplificarsg(x) =

Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores de
qgue anulan el denominaddr(g) = R — {2}.

La funcion es continua en R, excepto para los valores que anulan el denominads
gue no esta definida.

i)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
cion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k = llm g(x) = lim — = o = No tiene asintotas horizontales.

x—00 X—2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiend:
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x—2=0 = Larectax = 2 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la formma mx + n, siendo:

X
m = lim &% )yn = lim [&—mx].
xX—oo X X—00 X
@) = 2
. _ . X
m = lim ££ = lim 2 = lim -~ = 1.
x—oo X x—oo X X—00 X4—=2X

) X ) x2 . o x%—x%42x } 2x
n = lim [&—mx] = lim (——x)z lim ———=lim — =2 =n.
X—00 X x—00 \X—2 X— 00 x—2 x—00 X—2

Larectay = x + 2 es asintota oblicua de la funcion.




iii)
Una funcidén tiene un extremo relativo (maximo o minimo) para los valores de x
gue anulan la primera derivada.

2x-(x-2)-x%1 _ 2x%—4x-x? _ x%*—4x _ x(x—4)

g9'() = (x-2)2 (x-2)2  ~ (x-2)2  (x-2)?

x(x—4)

gx)=0= 2

=0; x(x—4)=0=>x; =0,x, = 4.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maxir
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

(2x—4)-(x—2)?—x(x—4)-[2-(x—2) 1] _ (2x—-4)-(x-2)—2x(x—-4) _

9" () = (x—2)* x-2)3
_ 2x%—4x—-4x+8-2x*+8x _ 8
B (x-2)3 -2
g''(0) = (0_82)3 = _18 = —1 < 0 = Maximo relativo para x = 0.
2
g(0) = ooTz =0 = Maximo relativo: 0(0,0).
g'(4) = (4_82)3 = g =1> 0 = Minimo relativo para x = 4.

2
g(4) = A % =8 = Minimo relativo: A(4, 8).

4-2

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada sea positiy
0 negativa, respectivamente.

x(x—4)
(x-2)?
ser el denominador positivo para los valores de su dominio, la derivada es positiva
negativa cuando lo sea su numerador.

Para estudiar el signo de la derivgdéx) = tenemos en cuenta que, por

Considerando lo anterior y teniendo en cuenta el dominio de la funcion y los
maximos y minimos relativos encontrados, los periodos de crecimiento y decreci
miento son los siguientes:

Crecimiento = g'(x) > 0 = x € (—00,0) U (4, +0).

Decrecimiento = g'(x) < 0= x € (0,2) U (2,4).




iv)
Considerando los elementos hallados anteriormente, a representacion grafica,
aproximada, de la funcion es la siguiente:

l Y*t
I |
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x=1
4°) Dadas las rectas=x =2 =-yr, ={y = -1+
z=1-t
i) Determine la posicion relativa de las rectagr,.

ii) Halle el punto de la rectg mas proximo al punt8(1,0,1).

o

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Rectart. 0(0,0,0) yv; = (1,2,3). Rectaxz B(1,—-1,1) yv, = (0,1,—1).

Los vectore®; y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las regtagIse cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto O € r; y extremo el
puntoB € r,: W = 0B = (1,—1,1).

Segin que los vectores {v;, 7,, w} sean o no coplanarios las rectas r1 y r; se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v;,V,, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r1 y r2 se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 2 3
Rang {v{,v,,w}=10 1 -1|=1-2-3-1=-6#0>
1 -1 1

—_— — —> _— — — .
= Rang {v{,v,,Ww} = 3 = v4,v,,Wwno son coplanarios.

Las rectas r, y r, se cruzan.

i)

Una forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos perpendiculares as de laform@ = x + 2y +3z+ D = 0.

De los infinitos planos pertenecientes al Bael planor que contiene al punto
P(1,0,1) es el que satisface su ecuacion:

P=x+2y+3z+D =0

P(1,0,1) }=>1+3'1+D=0;4+D=0=>D=_4:>

>nt=x+2y+3z—4=0.



La expresion de; = x = % =§ por unas ecuaciones paramétricas es la si-

x=A
guienter; = {y = 2.
z =31
El punto Q, interseccion de la reetas x = % = g con el planar es la solucién
del sistema que forman:
x=A
n :{ng =>A+2:20+3:31—4=0; A+41+91—4=0;

nT=x+2y+3z—4=0

2 2 4 6
141 -4=0; 7A=2>A=> :Q(;,;,;).

El punto de r; mas préximo a P(1,0,1) es Q (%,;,g).
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PROPUESTA B

1°) Sean las matrices= (1 %) yB = ((1) i)

i) Halle la matriz inversa de A.  ii) Encuentre la matriz X tal que- X = B.
1
2°)i) Calcule, si eXiStdin’(l)(l + 4x%)senx,
X—

ii) Halle el area de la region delimitada por las graficas de las siguientes parabola

y =x2% x=y2.

(Resueltos en la Propuesta A)

x3 si x<-—1
39 Searn y b nimeros reales y la funcipx) =3ax +1 si —1<x < 1.
x*+bx+2six>1

i) Calcule los valores dey b tales que la funciéfi es continua en todos los puntos
reales.

ii) Determine, en funcion dey b, la derivabilidad d¢ y calculef’ cuando sea posi-
ble.

iii) Utilice el teorema de Bolzano para justificar que si P es un polinomio de grado 5
con coeficiente principal positivo, tal qié—1) > —1, entonces la ecuacigi{x) =
P(x) tiene al menos una soluciénconc < —1.

)
La funcién f(x) es continua efu, b € R. Se trata de determinar los valoreside
y b para que sea continua en los puntos critices-1y x = 1.

Para que la funcion sea continua en x = -1 es necesario que sus limites lateral
sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.
lim f(x) = lim x3=(-1)3=-1
x->—1" x—->—1

x——11 xo>—1

Para que la funcion sea continua en x = 1 es necesario que sus limites lateral
sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

xll_)l’{l_ f(x) = chi_I)I}(—ZX +1)=-24+1=-1=f(1)

lir{l+f(x)=lirr%(x2+bx+2)=1+b+2:b+3}=>—1=b+3=>b:—4.
x— X Zg= ="



x3 six < —1
La funcion resultaf (x) ={—2x+1si —1<x <1

x?—4x+2 si x>1

i)
Una funcion es derivable en un punto cuando existen las derivadas laterales ¢
ese punto y ademas son iguales:

3x? six<-—1
flfx)=4{ -2 si—-1<x<1
2x—4 si x>1

f'(-17)=3-(-1)%?=3. f'(-1%) =-2.

f'(=17) # f'(—1%) = f(x) no es derivable en x = —1.

ffa)=-2. ffaH=2-1-4=-2

f'(17) =f'(1") = f(x) es derivable en x = 1.

iii)
Siendof (x) = P(x) yP(—1) > —1, considerando la funciag(x) = f(x) + 1
secumplequg(-1) =f(-1)+1=P(-1)+1>-1+1>0.

La grafica adjunta pretende ilustrar la cuestion; el punto A corresponde al valol
f(=1) > —1 y el punto A’ corresponde al valg{—1) > 0.

Por otra parte:lim f(x) = —oo, por serf(x) una funcién de quinto grado con
X——00
el coeficiente principal positivo.

De lo anterior se deduce quém g(x) = lim [f(x) + 1] = —0 + 1 = —oo.
X——00 X—>—00

gx) =flx)+1

Lo anterior implica, teniendo en cuenta la

continuidad de la funciog(x) en R por ser poliné- 2“ N
mica, que para un valdr € R suficiente grande es /, \ /
g(=k) <o. VAZE I )

A -
_’;I\}{ / \\/ ,I ‘\ / ’

y] 1 2
Probar quef(x) tiene al menos una solucié%"ﬁx N

X
¢ < —1, que es lo pedido, es equivalente a prob
que la funciong(x) tiene al menos una solucié !
igual a la pedidag < —1. I

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcidix) y considerando el intervalo
finito [—k, —1]:



g(—k) <0

I hs 0} = 3ce[-k—-1] = g(c) = 0.

Queda probado que f(x) tiene al menos una soluciéon c < —1.
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cx+y+cz=1

49 Sea ¢ un nimero real y el sistema de ecuaciones lingales:y + z = ¢?;
x+y+cz=c3

i) Calcule el determinante de la matriz de los coeficientes y determine para qué valore

de c el sistema anterior es compatible, compatible determinado y compatible indete
minado.

ii) Resuelve el sistema anterior cuaade 2.

)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
c 1 ¢ c 1 ¢ 1
A=[1 ¢ 1)yA =1 ¢ 1 ¢?|
1 1 ¢ 1 1 ¢ ¢3
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametscel siguiente:
c 1 ¢
[Al=11 ¢ 1|=c3+c+1—-c?—-c—c=0; c3—c?—-c+1=0.
1 1 ¢
Resolviendo por Ruffini resultan las raiceg= ¢, = 1,¢3 = —1.
Segun el teorema de Rouché-Frbébenius:
Para { c#1 } = Rang A = Rang A’ = 3 =n%inc6g.= S.C.D.
c#+—1
1 1 11
Parac=1esA'=(1 1 1 1|=>RangA=RangA' =1.
1 1 11
Parac=1= Rang A =Rang A’ =1 <n%incég.= S.C.I.
(Dos grados de libertad)
-1 1 -1 1
Parac=—-1lesA'=( 1 -1 1 1 |=>RangA' ={C,C,,C}=>
1 1 -1 -1
-1 1 1
=>1 -1 1|(=-14+1+14+14+14+1=4+0=> RangA’ =3.
1 1 -1

Parac =—1= Rang A = 2,Rang A" = 3 = Sistema incompatible.




i0)

2x+y+2z=1
Parac = 2 el sistema resulka + 2y + z = 4 , que es compatible determinado.
x+y+2z=28

Resolviendo por la regla de Cramer:

1 1 2
4 2 1
8 1 2 4+8+8-32-1-8 20-41 -21
X = > 1 2 = = = = —7
84+2+1-4-2-2 11-8 3
1 2 1
1 1 2
2 1 2
1 4 1
11 g 2| _ 16+16+1-8-16—2 _ 33-26 _ 7
y 3 3 3 3
2 1 1
1 2 4
y =111 8l _ 32+1+4-2-8-8 _ 37-18 _ 19
3 3 3 3’

. . 7 19
Para ¢ = 2 las soluciones del sistema son:x = =7,y = 3 Z=5
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