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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras cien-
tíficas siempre que no sean programables ni gráficas ni calculen integrales. Si algún 
alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del exa-
men; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga derecho a que le propor-
cionen otra. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Sea � la matriz identidad de orden 2 y las matrices � = �1 60 1�  
 � = �1 11 0�. 

 �) Calcule, si existe, la matriz inversa de �. 
 �) Halle las matrices � � � que son soluciones del sistema: �� + �� = 3�  �� − �� = ��. 

 
---------- �)  

La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: ��� = ���.  �� ��|�| . 

 

 |�| = �1 60 1� = 1.    � = �1 06 1�. �!". !� � = �1 −60 1 �. 

 

��� = ���.  �� ��|�| ⇒  ��� = �� �$% � �� . 

 ��� = �1 −60 1 �. 

 �)  �� + �� = 3�  �� − �� = �� ⇒ 2�� = 4�;   �� = 2�;   � = 2� · ��� ⇒ � = �2 −120 2 �. 
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    �� + �� = 3�−�� + �� = −�� ⇒ 2�� = 2�;   �� = �;   � = ���. 

 

 |�| = �1 11 0� = −1.    � = � = �1 11 0�. �!". !� � = � 0 −1−1 1 �. 

 ��� = ���.  �� *�|*| ⇒  ��� = � % ���� � ��� = �0 11 −1�. 

 � = �0 11 −1�. 

 
********** 
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2º) Sea la función +,-) = 2 − cos - − 3-. 
 �) Discute, si existen, las asíntotas oblicuas de +. 
 �) Calcule � = 1 +,-) · cos - · !-.  
 2) Demuestre que la función +,-) solo corta una vez el eje horizontal. 
Nota: Puede ser útil el teorema de Rolle. 
 

---------- �)  
Las asíntotas oblicuas son de la forma 
 = 3- + 4, siendo: 

 

 3 = lim8→: ;,8)8  y 4 = lim8→: <;,8)8 − 3-=. 
 

 3 = lim8→: ;,8)8 = lim8→: >�?@A 8�B88 = lim8→: �>8 − ?@A 88 − 3� = 0 − 0 − 3 = −3. 

 4 = lim8→: <;,8)8 − 3-= = lim8→: �>�?@A 8�B88 + 3� = lim8→: >�?@A 8�B8CB88 =  

 = lim8→: >�?@A 88 = 0. 

 D� E�2F� 
 = −3- �G �Gí4FIF� I�JK2L� !� J� +L42Kó4. 

 �)  � = 1 +,-) · cos - · !- = 1,2 − cos - − 3-) · cos - · !- =  
 = 1,2 cos - − 2IG>- − 3- · cos -) · !- =  
 = 2 1 cos - · !- − 1 2IG>- · !- − 3 1 x · cos - · !- = 2�� − �> − 3�B.     (*) 
 
 �� = 1 cos - · !- = G�4 - + O�. 
 

 �> = 1 2IG> - · !- = 1 �C?@A  ,>8)> · !- = �> · 1P1 + cos,2-)Q · !- = 

 = �> - + �> · 1 cos,2-) · !- ⇒ R 2- = F!- = �> !FS ⇒ �> - + �> · �> · 1 cos F · !F =  

 = �> - + �> · �> · G�4 F + O> = �> - + �T · G�4 ,2-) + O> = �T P2- + G�4 ,2-)Q + O> = �>. 

 

 �B = 1 x · cos - · !- ⇒ U - = L → !- = !Lcos - · !- = !V → V = G�4 -� ⇒ 
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⇒ - · G�4 - − 1 G�4 - · !- = - · G�4 - + cos - + OB = �B. 
 
 Sustituyendo los valores obtenidos en la expresión (*): 
 

         � = 2�� − �> − 3�B = 2G�4 - − �T P2- + G�4 ,2-)Q − 3,- · G�4 - + cos -) + O. 

 � = 1 +,-) · cos - · !- = 2G�4 - − �T P2- + G�4 ,2-)Q − 3,- · G�4 - + cos -) + O. 

 2)  
 El teorema de Bolzano dice que “si +,-) es una función continua en P�, �Q y 
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃2 ∈ ,�, �) tal 
que +,2) = 0”. 
 
 La función +,-) = 2 − cos - − 3- es continua en R, por ser la suma de tres 
funciones continuas, por lo cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier in-
tervalo finito que se considere. 
 
 Considerando, por ejemplo, el intervalo P0, ZQ: 
 
 +,0) = 2 − cos 0 − 3 · 0 = 2 − 1 − 0 = 1 > 0. 
 
 +,Z) = 2 − cos Z − 3 · Z = 2 − ,−1) − 3Z = 3 − 3Z < 0. 
 
 Lo anterior demuestra que la función +,-) tiene, por lo menos, una raíz real en 
el intervalo considerado. 
 
 Se nos pide demostrar que esa raíz es única. Se empleará el método de reducción 
al absurdo. 
 
  Si tuviera otra raíz le sería aplicable el teorema de Rolle a la función en el inter-
valo considerado. 
 
 El teorema de Rolle dice que “si una función +,-) en continua en P�, �Q y deri-
vable en ,�, �), con �, � ∈ ] y � < �, y se cumple que +,�) = +,�), existe al menos 
un valor c, � < 2 < � tal que +^,2) = 0”. 
 
 +^,-) = G�4 - − 3 ≠ 0, ∀- ∈ ].  
 

Al no existir ningún valor real que anule la derivada: 
 aL�!� !�3IGFE�!I bL� +,-) GIJ�3�4F� FK�4� L4� E�íc E��J. 

 
********** 
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3º) El número de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mañana es de 140, por la 
tarde, 200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mañana es 
del 2 %, por la tarde de 4 % y por la noche, de un 6 %. 
 �) Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto. 
 �) Si el vuelo llegó con retraso a este aeropuerto, ¿cuál es la probabilidad de que fuera 
un vuelo de la tarde? 

---------- 
 
 dú3�EI FIF�J !� VL�JIG: 140 + 200 + 40 = 380. 
 

 h,i) = �T%Bj% = k�l ;   h,m) = >%%Bj% = �%�l ;   h,d) = T%Bj% = >�l. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �)  
 h = hn]o = h,i) · hn]/io + h,m) · hn]/mo + h,d) · hn]/do =  
 = qrs · 0,98 + rurs · 0,96 + vrs · 0,06 = 0,3611 + 0,5053 + 0,0063 = 0,8727.  
 �)  

 h = h,m/]) = y,z∩|)y,|) = y,z)·y,|/z)y,�)·y,|/�)Cy,*)·y,|/*)Cy,})·y,|/}) = 

 = rurs·%,%T��yn|o = %,%>����%,jk>k = %,%>��%,�>kB = 0,1658.  

 
********** 

  

→ ~ = k�l · 0,02 = 0,0074 0,02 

dI2ℎ� 

m�E!� 

i�ñ�4� 

R 

R 

] 

] 

] 

] 

>�l 

�%�l 

k�l 

0,98 

0,04 0,96 

0,06 0,94 

→ ~ = k�l · 0,98 = 0,3611 

→ ~ = �%�l · 0,04 = 0,0211 

→ ~ = �%�l · 0,96 = 0,5053 

→ ~ = >�l · 0,06 = 0,0063 

→ ~ = >�l · 0,94 = 0,0989 
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4º) Considere las rectas E ≡ �- − 
 + 2c = 7   - − 
 − 5c = −7 y G ≡ �- = 3 + 2F
 = 1 + F  c = 1          , con F ∈ ]. 

�) Determine la posición relativa de las rectas E 
 G. 
 �) Halle, utilizando parámetros, todos los vectores perpendiculares a E. 

---------- �)  
 La expresión de G mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

 G ≡ �- = 3 + 2F
 = 1 + F  c = 1          ⇒ 8�B> = ���� = ���% ;  U- − 3 = 2
 − 2c − 1 = 0           ⇒ G ≡ U- − 2
 = 1c = 1          . 
 

Las rectas E y G determinan el sistema �- − 
 + 2c = 7   - − 
 − 5c = −7- − 2
 = 1           c = 1                     . 
 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 i = �1110
−1−1−2 0

 2−5 01 � y i^ = �1 −1 2    7110
−1−2 0

−5 −70   11   1 �. 

 
 Según sean los rangos de i 
 i^ pueden presentarse los siguientes casos: 
 
 1 − ]�4� i = 3, ]�4� i^ = 4 ⇒ �� 2ELc�4. 
 
 2 − ]�4� i = 3, ]�4� i^ = 3 ⇒ �� 2IEF�4. 
 
 3 − ]�4� i = 2, ]�4� i^ = 3 ⇒ �I4 ~�E�J�J�G. 
 
 4 − ]�4� i = 2, ]�4� i^ = 2 ⇒ �I4 2IK42K!�4F�G. 
 

         ]�4�I !� i ⇒ ���, �>, �B � ⇒ �1 −1 21 −1 −51 −2 0 � = −4 + 5 + 2 − 10 = 

 = 7 − 14 = −7 ≠ 0 ⇒ ]�4� i = 3. 
 

]�4� i^ ⇒ �1 −1 2    7110
−1−2 0

−5 −70   11   1 � ⇒ ��> → �> − �� �B → �B − �� � ⇒ �1 −1 2    7000
0−1 0

 −7 −14−2 −61   1 � ⇒ 

 ⇒ ��> = −7�T� ⇒ ]�4� i^ = 3.  
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D�G E�2F�G E 
 G G� 2IEF�4. 

 �)  
 La expresión de E dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 E ≡ �- − 
 + 2c = 7   - − 
 − 5c = −7 ⇒ 
 = � ⇒    - + 2c = 7 + �- − 5c = −7 + ��     - + 2c = 7 + �−- + 5c = 7 − �� ⇒ 

 

⇒ 7c = 14;   c = 2.          - + 4 = 7 + �;   - = 3 + �  ⇒   E ≡ �- = 3 + �
 = �        c = 2         . 
 
 El haz de planos perpendiculares a E es � ≡ - + 
 + � = 0. 
 

 La expresión de � por unas ecuaciones paramétricas es: � ≡ �- = −
 − �
 = �            c = �            . 
 
 Dos vectores directores de � son V�����⃗ = ,−1, 1, 0) 
 V>����⃗ = ,0, 0, 1). 
 
 Los vectores linealmente dependientes de los vectores V�����⃗  
 V>����⃗  son de la forma: ���⃗ = 3 · V�����⃗ + 4 · V>����⃗ , ∀3, 4 ∈ ]. 
  
 ���⃗ = 3 · ,−1, 1, 0) + 4 · ,0, 0, 1) = ,−3, 3, 0) + ,0, 0, 4) = ,−3, 3, 4). 
 mI!IG JIG V�2FIE�G 4IE3�J�G � E GI4 !� J� +IE3� ���⃗ = ,−3, 3, 4), ∀3, 4 ∈ ]. 

 
********** 
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OPCIÓN B 

1º) �) Determine el rango de la matriz i = � 2 3 4−1 0 12 2 2�. 

 

�) Sabiendo que � � � 2−1 0 12 2 2� = 2, calcule � −2 0 2� � 2� − 4 � − 4 2 − 4�. 
 

---------- �)  |i| = � 2 3 4−1 0 12 2 2� = −8 + 6 − 4 + 6 = 0 ⇒  ]�4� i = 2. 

 �)  

 � −2 0 2� � 2� − 4 � − 4 2 − 4� = �−2 0 2� � 2� � 2� + �−2 0 2� � 2−4 −4 −4� = 

 

= 0 + ,−1) · 2 · ,−2) · �−1 0 1� � 22 2 2� = 4 · 2 = 8. 

 

� −2 0 2� � 2� − 4 � − 4 2 − 4� = 8. 

 
En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los 

determinantes: 
 
1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 
línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial. 
 
2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 
cero. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 
 
4ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen 
por un número su valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 
 

********** 
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2º) �) Halle, si existe, el valor de � para el cual se cumple que: 
 lim8→C:�√9-> + �- + 1 − ,3- − 1)� = 2. 

 �) Determine, si existe, lim8→C:n√9-> + 12- + 1o^
, donde n√9-> + 12- + 1o^

 repre-

senta la derivada de √9-> + 12- + 1. 
 

---------- �)  lim8→C:�√9-> + �- + 1 − ,3- − 1)� = ∞ − ∞ ⇒ �4!�F. ⇒  

 ⇒ lim8→C: �√l8vC�8C��,B8��)�·�√l8vC�8C�C,B8��)�√l8vC�8C�C,B8��) = lim8→C: n√l8vC�8C�ov�,B8��)v√l8vC�8C�C,B8��) =  

 = lim8→C: l8vC�8C��,l8v�$8C�)√l8vC�8C�CB8�� = lim8→C: l8vC�8C��l8vC$8��√l8vC�8C�CB8�� = lim8→C: �8C$8√l8vC�8C�CB8�� =  

 = lim8→C: ,�C$)8√l8vC�8C�CB8�� = lim8→C:
,� ¡)¢¢£s¢v �¢ r ¤¢¥r¢

= lim8→C: �C$£s¢v �¢ r¢ CB�r¢
=  

 = lim8→C: �C$¦s¢v �¢ r¢v CB�r¢
= lim8→C: �C$¦lC�¢C r¢vCB�r¢

= �C$¦lC �§C r§CB� r§
= �C$√lC%C%CB�% =  

 = �C$√lCB = �C$BCB = �C$$ = 2;   � + 6 = 12 ⇒  � = 6.  

 �)  n√9-> + 12- + 1o^ = �j8C�>>√l8vC�>8C� = l8C$√l8vC�>8C�. 

 

 lim8→C:n√9-> + 12- + 1o^ = lim8→C: l8C$√l8vC�>8C� = lim8→C:
s¢ ¡¢£s¢v �¢ r¢

= 

 = lim8→C: lC¡¢¦s¢v �¢ r¢v = lim8→C: lC¡¢¦lC�¢C r¢v = lC ¡§¦lC �§C r§
= lC%√lC%C% = l√l = lB = 3. 

 lim8→C:n√9-> + 12- + 1o^ = 3. 

 
********** 
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3º) El número de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mañana es de 140, por la 
tarde , 200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mañana 
es del 2 %, por la tarde de 4 % y por la noche, de un 6 %. 
 �) Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto. 
 �) Si el vuelo llegó con retraso a este aeropuerto, ¿cuál es la probabilidad de que fuera 
un vuelo de la tarde? 
 

4º) Considere las rectas E ≡ �- − 
 + 2c = 7   - − 
 − 5c = −7 y G ≡ �- = 3 + 2F
 = 1 + F  c = 1          , con F ∈ ]. 

�) Determine la posición relativa de las rectas E 
 G. 
 �) Halle, utilizando parámetros, todos los vectores perpendiculares a E. 
 

(RESUELTOS EN LA OPCIÓN A) 
 

********** 
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