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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddaspropuestas (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios dgropaesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesatrio justificar las respueSepermite el uso de calculadoras cien-
tificas siempre que no sean programables ni ggficgalculen integrales. Si algun
alumno es sorprendido con una calculadora no zattaj podra ser expulsado del exa-
men; en todo caso, se le retirara la calculadorguse tenga derecho a que le propor-
cionen otra.

OPCION A

1°) Sed la matriz identidad de orden 2 y las matrides ((1) ?) yB = (} (1))

a) Calcule, si existe, la matriz inversadle

b) Halle las matriceX e Y que son soluciones del sister‘ﬁlﬁl'x_l__B;Y:_gf}.

a)
; t
La inversa de A se obtiene por la adjunta de kptrastad™! = %
11 6] _ ¢ _ (1 0 . ¢ (1 —6
Al = |0 1| =1L A= (6 1)' Adj.de A" = (0 1 )
1 -6
A_l _ Adj. de At A_l — (0 1)
|A| 1
_1 1 -6
A (0 1_)
b)
AX + BY = 31

2 —12).

}=>2AX=41; AX = 21 X=21-A—1=>X=(0 ,

AX —BY =1
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AX + BY =31

|B|=|1 (1)=—1. Bt=B=(1 (1)) Adj.deBtz(_Ol _11)

0 -1
_1_Adj. de Bt _1_(_1 1)_ 0 1
B B |B| = B o -1 - (1 _1)

"= ((1) —11)
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2°) Sea la funcioffi(x) = 2 — cos x — 3x.
a) Discute, si existen, las asintotas oblicuag.de
b) Calculel = [ f(x) - cosx - dx.

¢) Demuestre que la funcigi(x) solo corta una vez el eje horizontal.
Nota: Puede ser (til el teorema de Rolle.

a)
Las asintotas oblicuas son de la foyma mx + n, siendo:
m = lim L& )yn— lim |2 mx].
X—oo X X—00 X
m = lim (x)_l Zcosx—3x_1 (__cosx_g):0_0_3:_3.
xX—>oo X X—00 X xX—00 \X X
() . 2—cosx—3x . 2—cosx—3x+3x
n= llm[ mx]=hm (—+3)= lim =
X—00 X X—00 X—00 X
= lim 2% = .
X—00 X
Larectay = —3x es asintota oblicua de la funcién.
b)

I=[f(x) -cosx-dx=[(2—cosx—3x)-cosx-dx =

= [(2cosx — cos?x —3x - cosx) - dx =

=2[cosx-dx— [cos?x-dx—3[x-cosx-dx =2l —I,—3l;. (¥
I, = [cosx - dx = senx + C,.

1+cos (2x) d

I, =fcos?*x-dx=| =%-f[1+cos(2x)]-dx=

1 1 2x—t 1
=Ex+z-fcos(2x)-dx: dx dt +— = fcost dt =

=%x+%-%-sent+€2 =%x+%-sen(2x)+€2 =%[2x+sen(2x)]+C2=12.

x=u-dx=du }:

I, = x-cosx-dxz{
3 f cosx-dx=dv-ov=senx



=>x-senx— [senx-dx =x-senx+cosx + C3 = I5.

Sustituyendo los valores obtenidos en la expre&jon

[ =2, —1,—-3I]; = ZSenx—i[2x+sen (2x)] —3(x -senx + cosx) + C.

I=[f()- cosx dx = ZSenx—%[2x+sen (2x)] —3(x-senx + cosx) + C.

c)
El teorema de Bolzano dice que fKix) es una funcion continua ¢, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".

La funcionf(x) = 2 — cosx — 3x es continua en R, por ser la suma de tres
funciones continuas, por lo cual le es aplicablee@lema de Bolzano a cualquier in-
tervalo finito que se considere.

Considerando, por ejemplo, el intervillpr]:

f(0)=2—-cos0—-3-0=2—-1-0=1>0.

f(m)y=2—-cosm—3-m=2—-(—-1)—3n=3-31<0.

Lo anterior demuestra que la funcipfx) tiene, por lo menos, una raiz real en
el intervalo considerado.

Se nos pide demostrar que esa raiz es Unica.@eael método de reduccidon
al absurdo.

Si tuviera otra raiz le seria aplicable el te@@® Rolle a la funcion en el inter-
valo considerado.

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".

f'(x) =senx—3 +#0,Vx ER.

Al no existir ningan valor real que anule la dedaa

Queda demostrado que f(x) solamente tiene una raiz real.
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3°) El nimero de vuelos que llegan a un aeropysemtda mafiana es de 140, por la
tarde, 200, y por la noche, 40. El porcentaje ddoaique se retrasan por la mafiana es
del 2 %, por la tarde de 4 % y por la hoche, dé &

a) Calcule la probabilidad de que no se retrase efovton destino a ese aeropuerto.

b) Si el vuelo llegd con retraso a este aeropuetimlg s la probabilidad de que fuera
un vuelo de la tarde?

Numero total de vuelos: 140 + 200 + 40 = 380.

140 7 200 10 40 2

- p =002 =0,0074

- p=2-098=03611

5 0,04 = 0,0211

5 0,96 = 0,5053
5 0,06 = 0,0063

-0,94 = 0,0989

a)
P=P(R)=P(M)-P(R/M)+P(T)-P(R/T)+P(N)-P(R/N) =

==-098+3-096+>-0,06=0,3611 + 0,5053 + 0,0063 = 0,8727.

b)
_ __ P(TnR) _ P(T)-P(R/T) —
P=PT/R) == = s rRIm P @) PR/ TP PRID)
%0,04 __ 00211 _ 0,0211

"~ 1-P(R) 1-0,8727  0,1273

= 0,1658.
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x =342t
ys=jy=1+t ,cont €R.
z=1

xX—y+2z=7
xX—y—5z=-7

4°) Considere las rectass {

a) Determine la posicion relativa de las rectass.

b) Halle, utilizando parametros, todos los vectoerpendiculares a

a)
La expresion de mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente
x=3+2t
— _ x-3 _y-1 __z-1 x—3=2y—2 :x—2y=1
S_{y_1+t=>2_1_0’{z—1=0 =>S_{Z=1 :
z=1
x—y+2z=7
Las rectas y s determinan el sistema® ~ Y ~ 2% = =7,
x—2y=1
z=1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sest®n las siguientes:

1 -1 2 1 -1 2 7

1 -1 =5\ ., [1 -1 =5 =7
M=11 2 oYM ={1 2 o 1|

0 0 1 0 0 1 1

Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1—Rang M = 3,Rang M' = 4 = Se cruzan.

2 —Rang M = 3,Rang M' = 3 = Se cortan.

3 —Rang M = 2,Rang M' = 3 = Son paralelas.

4 — Rang M = 2,Rang M' = 2 = Son coincidentes.

1 -1 2
Rangode M = {F,,F,,F;}=>|1 -1 -5|=-4+4+54+2-10=
1 -2 0
=7—-14=-7#0= Rang M = 3.
1 -1 2 7 1 -1 2 7
RangM=>1 2 0 1 :{FB_)FB_Fl =l 21 -2 6|
0 O 1 1 0 O 1 1

— {FZ - _7F4} = RaTlg M’ == 3.



Las rectas r y s se cortan.

b)
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas es larsiguie
X—y+2z= _ x+2z=7+A1] x+2z=7+21
r_{x—y—52=—7:y_/1:x—52=—7+/1} —x+52=7—)t}:>
x=3+A1
>7z=14; z = 2. x+4=74+1 x=3+1 > r=jy=141
zZ=2

El haz de planos perpendicularesesff =x+y+ D = 0.

x=—-y—D
La expresion dg por unas ecuaciones paramétricas?es:{y =1
Z=U

Dos vectores directores flesonv; = (—1,1,0) y v, = (0,0, 1).

Los vectores linealmente dependientes de los resatg y v, son de la forma:
w=m-v, +n-v,,Vm,n €R.

w=m-(-1,1,0)+n-(0,0,1) = (—m,m,0) + (0,0,n) = (—m, m,n).

Todos los vectores normales ar sonde la forma @ = (—m,m,n),vm,n € R.
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OPCION B

2 3 4
1°) a) Determine el rango de la matiz = <—1 0 1).

2 2 2
a b c -2 0 2
b) Sabiendo que-1 0 1| =2, calcule| a b c |
2 2 2 a—4 b—4 c—4
a)
2 3 4
IM|=1-1 0 1|=—-846—-44+6=0 = RangM = 2.
2 2 2
b)
—2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
a b c |=|la b c|+|a b c|=
a—4 b—4 c—4 a b c -4 —4 -4
-1 0 1
=0+(-1)-2-(-2)|a b c|=4-2=38
2 2 2
—2 0 2
a b c |=8.
a—4 b—4 c—4

En la realizacion del ejercicio se han utilizade daguientes propiedades de los
determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de umndietente se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma d¥etErsninantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respecéiitansiendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paraiglades o proporcionales su valor es
cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un detertarsanvalor cambia de signo.

42.- Si todos los elementos de una linea de ummdigi@nte se multiplican o dividen
por un numero su valor queda multiplicado o divadgbr dicho namero.
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2°) a) Halle, si existe, el valor depara el cual se cumple que:

lim [V9x2+ax+1—-(Bx—1)] =2

xX—+0o0

b) Determine, si existe)lim (vV9x? + 12x + 1)', donde(v9x? + 12x + 1)' repre-

X—+00

senta la derivada d®x2 + 12x + 1.

a)
lir+n [\/9x2 +ax+1—-(3x— 1)] =00 — o0 = Indet.=>
X—+ 00
= i [VoxZ+ax+1-(3x-1)|-[Vox?+ax+1+(3x-1)] _ li (\/9x2+ax+1)2—(3x—1)2 _
x—l>¥|-noo Vox2+ax+1+(3x-1) o x—lgloo VoxZ2+ax+1+(3x—1) -

9x?+ax+1-(9x%2-6x+1) 9x?+ax+1-9x2+6x-1 ax+6x

= lim = lim = lim =
x—+00 VI9xZ2+ax+1+3x—1 x—+00 V9x2+ax+1+3x—1 x—+00 VOx2+ax+1+3x—1
(a+6)x
= lim (at6)x = lim 2 = lim e =
x—>+00 VOxZ+ax+1+3x—1 Xx—>+00 VoxZ+ax+1+3x—1 x—+00 \/9x2+ax+1+3_1
X X X

. a+6 . a+6 a+6 a+6
= h 2 = h 1 1 = 1 1 - Vv9+0+0+3-0 -
X—+0o0 ’9x+—;lx+1+3_1 X—>+0o ’9+g+_2+3__ ’9+£+_+3__
X X X X X o0 o0 [ee]

= a¥0 _ 6 _ 0 2. a+6=12 = a=6.
V943 343 6 —

b)

18x+12 _ 9x+6
2V9x2+12x+1 V9x2+12x+1

(Vox? ¥ 12x+1) =

9x+6

/ 9x+6
lim (V9x2 +12x+ 1) = lim ———— = lim —*— =
x—>+oo( ) x—+00 VOxZ2+12x+1 x—+00 m
X
6 6 6
) 9+ ) 9+ 9+— 940 9 9
= ]lim ——=%—= lim X = = —=-=3.

> —_ = =
X—+00 ,9x tarit x—+00 \/9+2+i2 \/9+i+l Vo+0+0 V9 3
X X X o0 ©0

lim (VOx? + 12x +1) = 3.

xX—+0o0

kkkkkkkkhkk



3°) El nimero de vuelos que llegan a un aeropysemtda mafiana es de 140, por la
tarde , 200, y por la noche, 40. El porcentajewkdos que se retrasan por la mafiana
es del 2 %, por la tarde de 4 % y por la nochejdé %.

a) Calcule la probabilidad de que no se retrase efovton destino a ese aeropuerto.

b) Si el vuelo llegd con retraso a este aeropuetimlgs la probabilidad de que fuera
un vuelo de la tarde?

=3+2t
. —y+2z=7 x
4°) Considere las rectass {x Y Z_ ys=4qy=1+t ,cont €R.
x—y—5z=-7 n
7 =

a) Determine la posicion relativa de las reatass.
b) Halle, utilizando parametros, todos los vectoerpendiculares a

(RESUELTOS EN LA OPCION A)
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