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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras cien-
tíficas siempre que no sean programables ni gráficas ni calculen integrales. Si algún 
alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del exa-
men; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga derecho a que le propor-
cionen otra. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Sean los vectores ��⃗ = �−1, 4, 8� 
 �⃗ = �1, 2, −2�. 
 �� Demuestre que el ángulo entre los vectores ��⃗  
 �⃗ es mayor de 90°. 
 �� Calcule un vector perpendicular a ��⃗  
 �⃗ que tenga de módulo 1. 
 

---------- ��  
Por la definición de producto escalar de dos vectores: 

 

 ��⃗ · �⃗ = |��⃗ | · |�⃗| · cos ɑ ⇒ cos ɑ = ���⃗ ·��⃗|���⃗ |·|��⃗ | = ���, ,!�·��,",�"�#����$% $%!$·#�$%"$%��"�$ = 

 = ��%!��&√�%�&%& ·√�% % = �(√!�·√( = − �) ⇒ 90° < + < 180°, ,-.- /0 10�í� 10.-/34�4. 

 ��  
 Por definición de producto vectorial, el producto vectorial de dos vectores es 
otro vector que es perpendicular a los dos vectores que se multiplican. 
 
 Un vector 5��⃗  perpendicular a ��⃗  
 �⃗ es cualquiera que sea linealmente depen-
diente del producto vectorial de los dos vectores: 
 

 56����⃗ = ��⃗ × �⃗ = 8 9 : ;−1 4 81 2 −28 = −89 + 8: − 2; − 4; − 169 − 2: = 
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= −249 + 6: − 6; ⇒  5��⃗ = 49 − : + ;. 
 
 El vector pedido, .��⃗ , es un vector linealmente dependiente de 5��⃗  y de módulo la 
unidad: 
 

 .��⃗ =  >�?%@# $%����$%�$ =  >�?%@√�&%�%� =  >�?%@√�! =  >�?%@)√" . 

 .������⃗ =  )√" 9 − �)√" : + �)√" ;  
  ."�����⃗ = −  )√" 9 + �)√" : − �)√" ;. 

 
********** 
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2º) En una empresa frutícola, la producción por árbol sigue una distribución normal de 
media 54,3 kg y desviación típica 6,5 kg. 
 �� ¿Cuál es el porcentaje de árboles que producen más de 57 kg? 
 �� ¿Qué porcentaje de árboles producen entre 50 y 57 kg? 
 ,� Si se escoge al azar un árbol que está dentro del 70 % de los árboles que menos 
producen, ¿a lo sumo, cuántos kilogramos debería producir? 

---------- ��  A�3-/:  C = 54,3;   G = 6,5.  H → J�C;  G� = J�54,3;  6,5�. 
 

Tipificando la variable: K = L�MN = L�O ,)&,O . 

 

 P = P�H ≥ 57� = P SK ≥ OT�O ,)&,O U = P SK ≥ ",T&,OU = P�K ≥ 0,42� = 

 = 1 − P�K < 0,42� = 1 − 0,6628 = 0,3372. 
 P4-1�,0V .á/ 10 57 ;X 0Y 33,72 % 10 Y-/ á4�-Y0/. 

 ��  

 P = P�50 ≤ K ≤ 57� = P SO\�O ,)&,O ≤ K ≤ OT�O ,)&,O U = P S� ,)&,O ≤ K ≤ ",T&,OU = 

 = P�−0,66 ≤ K ≤ 0,42� = P�K < 0,42� − ]1 − P�K < 0,66�^ =  
 = P�K < 0,42� − 1 + P�K < 0,66� = 0,6628 − 1 + 0,7454 = 1,4082 − 1 =  
 = 0,4082. P4-1�,0V 0V340 50 
 57 ;X 0Y 40,82 % 10 Y-/ á4�-Y0/. 

 ,�  _`H ≤ P4a = 0,70 ⇒ _ SL�O ,)&,O ≥ bc�O ,)&,O U = 0,70. 

 
 Mirando en el interior de la tabla dada de las áreas limitadas por la curva J�0, 1�, 
con el valor de 0,70 se obtiene: 0,525. 
 

 
bc�O ,)&,O = 0,525;   P4 − 54,3 = 3,41 ⇒ P4 = 3,41 + 54,3 = 57,71. 

 A0�04á _4-1�,94 �Y .0V-/ 57,71 ;X/. 

 
********** 
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3º) Sea la función d�e� = e · 0�fg: 
 �� Calcule, según los valores de �, las asíntotas de la función d�e�. 
 �� Halle el valor de � para que d tenga en e = 1 un extremo relativo. ¿Es un máximo 
o un mínimo relativo? 

---------- ��  
 Asíntotas horizontales: son de la forma 
 = ; y son los valores finitos de la fun-
ción cuando e tiende a más o menos infinito. 
 
 � < 0: 
 
 ; = limg→�k d�e� = limg→�k�e0�fg� = limg→�k glmn = kk ⇒ oV103. ⇒ qr′t-_93�Yu ⇒ 

 ⇒ limg→�k �f·lmn = �k = 0. 

 
 ; = limg→%k d�e� = limg→%k�e · 0�fg� = limg→%k glmn = + ∞ �V- ℎ�
 �/íV3-3��. 

 
  � > 0: 
 
 ; = limg→�k d�e� = limg→�k�e · 0�fg� = limg→�k glmn = − ∞ �V- ℎ�
 �/íV3-3��. 

 
 ; = limg→%k d�e� = limg→%k�e0�fg� = limg→%k glmn = kk ⇒ oV103. ⇒ qr′t-_93�Yu ⇒ 

 ⇒ limg→%k �f·lmn = �k = 0. 

 P�4� � < 0 
 � > 0 0Y 0:0 yH 0/ �/íV3-3� ℎ-49z-V3�Y. 
 
 � = 0: 
 
 La función resulta d�e� = e 
 P�4� � = 0 Y� d�V,9óV .9/.� 0/ Y� �/íV3-3� -�Yí,�� 
 = e. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de e que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 
 d�e� = e · 0�fg = glmn ⇒ 0fg ≠ 0, ∀�, e ∈ �. 

 J- 390V0 �/íV3-3�/ �0439,�Y0/. 
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��  
 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo 
o mínimo, es que se anule su primera derivada: 
 d6�e� = 1 · 0�fg − e · � · 0�fg = 0�fg�1 − �e�. 

 
 d6�1� = 0 ⇒ 0�f�1 − �� = 0;  0�f ≠ 0, ∀� ∈ � ⇒ 1 − � = 0 ⇒ � = 1. 

 d�e� 390V0 �V 0e340.- 40Y�39�- 0V e = 1 _�4� � = 1. 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trate de un mínimo y, 
si es negativa de un máximo. 
 

 Para � = 1 es d6�e� = 0�g�1 − e�. 
 d66�e� = −1 · 0�g · �1 − e� − 1 · 0�g · �−1� = −0�g · �1 − e� − 0�g =  
 = −0�g · �1 − e + 1� = −0�g · �2 − e�. 
 

 d66�1� = −0�� · �2 − 1� = −0�� · 1 = −0�� = − �l < 0.  

 �Y 0e340.- 40Y�39�- ��0 390V0 d�e� _�4� e = 1 0 
 = 1 0/ �V .áe9.-. 

 
********** 
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4º) Sea el sistema de ecuaciones �,e + 
 − 2z = 6      ,e − 2
 + z = 0      −2e + 
 + ,z = −6: 

 �� Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parámetro ,. 
 �� Halle la solución o soluciones, si existen, cuando el parámetro , es 1. 
 

----------  ��   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = � , 1 −2, −2 1−2 1 , � y �′ = � , 1 −2, −2 1−2 1 ,     60−6�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro , es el siguiente: 
 

        |�| = 8 , 1 −2, −2 1−2 1 , 8 = −2," − 2, − 2 + 8 − , − ," = −3," − 3, + 6 = 0;  
 ," + , − 2 = 0;   , = ��±√�%!" = ��±√(" = ��±)" ⇒ ,� = −2, ," = 1. 

 P�4� �, ≠ −2, ≠ 1 � ⇒ ��VX � = ��VX �6 = 3 = Vº 9V,óX. ⇒ �. �. A. 

 

P�4� , = −2 ⇒ �6 = �−2 1 −2−2 −2 1−2 1 −2    60−6� ⇒ q��, �", � u ⇒  

 

⇒ 8−2 1 6−2 −2 0−2 1 −68 = −24 − 12 − 24 − 12 = −72 ≠ 0 ⇒ ��VX �6 = 3.  

 P�4� , = −2 ⇒ ��VX � = 2;  ��VX �6 = 3 ⇒ �9/30.� 9V,-._�39�Y0. 
 

P�4� , = 1 ⇒ �6 = � 1 1 −21 −2 1−2 1 1     60−6� ⇒ ��VX �6 ⇒ � �" → �" − ���) → �) + 2��� ⇒ 

 

⇒ �1 1 −20 −3 30 3 −3    6−66 � ⇒ q�" = −�)u ⇒ ��VX �6 = 2. 

 P�4� , = 1 ⇒ ��VX � = ��VX �6 = 2 < Vº 9V,óX. ⇒ �. �. o. 
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��   
 Para , = 1 el sistema resulta: �e + 
 − 2z = 6      e − 2
 + z = 0      −2e + 
 + z = −6, que es compatible indeter-

minado. Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y haciendo z = �: 
 

 
e + 
 = 6 + 2�e − 2
 = −�     �    e + 
 = 6 + 2�−e + 2
 = �     � ⇒ 3
 = 6 + 3�;   
 = 2 + �. 

 
 e + �2 + �� = 6 + 2�;   e = 4 + �. 
 �-Y�,9óV: e = 4 + �, 
 = 2 + �, z = �, ∀� ∈ �. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Una mujer, que sospecha estar embarazada, acude a la consulta del médico. Al 
examinarla cuidadosamente, el médico cree que está embarazada con una probabilidad 
de 0,6. Para confirmar el diagnóstico, el médico encarga un test que da negativo en el 
4 % de los casos que la mujer está realmente embarazada. Mientras que el test da po-
sitivo en el 5 % de los casos en los que mujer no está embarazada. Calcule la probabi-
lidad de que: 
 �� El test dé positivo. 
 �� La mujer esté embarazada sabiendo que el test da positivo. 
 

---------- 
 

 
 
 
 
 
 
 
 ��  
 P = P�+� = P�� ∩ +� + P`� ∩ +a = P��� · P�+/�� + P`�a · P`+/�a = 
 = 0,6 · 0,96 + 0,4 · 0,05 = 0,576 + 0,020 = 0,596. 

 ��  

 P = P��/+� = b��∩%�b�%� = b���·b�%/��b���·b�%/��%b`�a·b`%/�a = \,&·\,(&\,&·\,(&%\, ·\,\O =  

 = \,OT&\,OT&%\,\"\ = \,OT&\,O(& = OT&O(& = �  � ( = 0,9664. 

 
********** 

  

0,4 

0,6 

0,96 0,04 

0,05 0,95 

�.��4�z�1� ���
→ _ = 0,6 · 0,96 = 0,576 

� 

�+� 

�−� 

�−� 

�+� 

→ _ = 0,6 · 0,04 = 0,024 

→ _ = 0,4 · 0,05 = 0,020 

→ _ = 0,4 · 0,95 = 0,380 
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2º) Sea el punto P�1, 2, −2� y la recta 4 ≡ �e = 2 − �
 = 1 + �z = 2�     : �� Determine la ecuación del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la 
recta 4. 
 �� Determine el punto A de 4 más próximo a P. 
 ,� Halle la recta 46 simétrica de 4 respecto al punto P. 
 

---------- ��  
 Un vector director de la recta 4 es �c���⃗ = �−1, 1, 2�. 
 
 Un vector normal del plano � pedido, por ser perpendicular a la recta 4, es cual-
quiera que sea linealmente dependiente del vector director de la recta: V�⃗ = �1, −1, −2�. 
 
 La ecuación general del plano es � ≡ e − 
 − 2z + A = 0. 
 
 Por contener el plano � al punto P�1, 2, −2� debe satisfacer su ecuación: 
 

 
� ≡ e − 
 − 2z + A = 0P�1, 2, −2�                         � ⇒ 1 − 2 − 2 · �−2� + A = 0; −1 + 4 + A = 0 ⇒ 

 ⇒ A = −3. � ≡ e − 
 − 2z − 3 = 0. 

 ��  
 El punto A es la intersección de la recta r con el plano �, que es la solución del 
sistema que forman: 
 � ≡ e − 
 − 2z − 3 = 0

4 ≡ �e = 2 − �
 = 1 + �z = 2�                      �  ⇒  

 ⇒ �2 − �� − �1 + �� − 2 · 2� − 3 = 0;  
 2 − � − 1 − � − 4� − 3 = 0; −2 − 6� = 0;    
 1 + 3� = 0 ⇒ � = − �). 

 

4 ≡ �e = 2 − �
 = 1 + �z = 2�     ⇒ � = − �) ⇒ �e = 2 + �� = ��      
 = 1 − �� = $�      z = 2 · S���U = −$�
�  ⇒  � ST) , ") , − ")U. 

� 4 

� 

P�1, 2, −2�
1 
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,�  

 Dos puntos de la recta 4 ≡ �e = 2 − �
 = 1 + �z = 2�      son ��2, 1, 0� 
 J�1, 2, 2�. 

 
 Los puntos simétricos de � 
 J con respecto a P�1, 2, −2� son �6 
 J6, respec-
tivamente. 
 
 La recta 46 pedida es la que pasa por los puntos �6 
 J6. 
 
 �P������⃗ = P�6��������⃗ ⇒ ]�1, 2, −2� − �2, 1, 0�^ = ]�e, 
, z� − �1, 2, −2�^;   
 

�−1, 1, −2� = �e − 1, 
 − 2, z + 2� ⇒ �e − 1 = −1 → e = 0   
 − 2 = 1 → 
 = 3       z + 2 = −2 → z = −4� ⇒ �6�0, 3, −4�. 

 
 JP������⃗ = PJ6�������⃗ ⇒ ]�1, 2, −2� − �1, 2, 2�^ = ]�e, 
, z� − �1, 2, −2�^;   
 

�0, 0, −4� = �e − 1, 
 − 2, z + 2� ⇒ � e − 1 = 0 → e = 1      
 − 2 = 0 → 
 = 2       z + 2 = −4 → z = −6� ⇒ J6�1, 2, −6�. 

 
 �c6�����⃗ = �6J6����������⃗ = ]�1, 2, −6� − �0, 3, −4�^ = �1, −1, −2� 
 

46 ≡ �e = �                  
 = 3 − �          z = −4 − 2�     . 
 

********** 
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3º) Sea la función d�e� = e · 0�fg: 
 �� Calcule, según los valores de �, las asíntotas de la función d�e�. 
 �� Halle el valor de � para que d tenga en e = 1 un extremo relativo. ¿Es un máximo 
o un mínimo relativo? 

4º) Sea el sistema de ecuaciones �,e + 
 − 2z = 6      ,e − 2
 + z = 0      −2e + 
 + ,z = −6: 

 �� Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parámetro ,. 
 �� Halle la solución o soluciones, si existen, cuando el parámetro , es 1. 
 ������r�y� �J r� yP�oÓJ � 
 

********** 
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