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El alumno contestará a solo cinco ejercicios de entre los propuestos. En caso contrario, 
se corregirán los cinco que haya contestado primero. Es necesario justificar las res-
puestas. Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programa-
bles ni gráficas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con una calcu-
ladora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la 
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionan otra. 
 

1º) �) Calcula el siguiente límite: lim�→� 	
��
� �·��� �
��
� �·��� �� ���� �. 

 �) Determinar el valor de la constante real � para que se satisfaga la siguiente desigual-

dad: lim�→�
�� �	� �
�·√��"#�$�
%�&� = 
(". 

---------- �)  

lim�→� 	
��
� �·��� �
��
� �·��� �� ���� � = 	
��
� �·��� �
��
� �·��� �� ���� ) = 	
��
����) = 1+ ⇒ -./01. ⇒  

 

⇒ 3 = lim�→� 	
��
� �·��� �
��
� �·��� �� ���� � ;   53 = lim�→� 	 
�
� � · 5 
��
� �·��� �
��
� �·��� �� =  

 = lim�→�
6	
��$·�
� "���6	
��$·�
� "���
� � = 6	
��$·�
� ���6	
��$·�
� ���
� � = 6
�6
� = �� ⇒ -./01. ⇒  

 

⇒ 75′9:;<1�=> ⇒ lim�→�
? @AB $��?�$·��� $�� @AB $��C�$·��� $���� � = lim�→� cos 2H · lim�→�

?��?�$·��� $�� ��C�$·��� $���� � =  

 

= 1 · lim�→�
?�?�$·��� $�?�C�$·��� $�	�?�$·��� $��·	�C�$·��� $����� � = lim�→� �"��� �·	
��I·�
�$"�� = �"��� �·	
��I·�
�$�� = �"
·
 = −2. 

 

lim�→� 	
��
� �·��� �
��
� �·��� �� ���� � = 0�" = 

$. 
 
 



�)  lim�→�
�� �	� �
�·√��"#�$�
%�&� = 
(" ;   �� 	�C  ·√��"��$�
%�&·� = 
(" ;   �� 	�C I �"��& = 
(" ;   �� �C ? I�& = 
(" ;  

 �� �I& = 
K ;   
& = 
K  ⇒  � = 8. 

********** 
  



2º) Determinar los valores de los parámetros reales � M � para que las funciones NOH) =�H" + � y QOH) = H" + H + �, sean tangentes en el punto de abscisa H = −1. Para los 
valores obtenidos de � M �, calcular la recta tangente a las curvas en H = −1. 
 

---------- 
 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 
su primera derivada en ese punto: NRO−1) = QRO−1). 
 
 NROH) = 2�H ⇒  NRO−1) = −2�. 
 
 QROH) = 2H + 1 ⇒  QRO−1) = −2 + 1 = −1. 
 

 NRO−1) = QRO−1) ⇒ −2� = −1 ⇒ � = 
". 

 

 Las funciones resultan NOH) = 
" H" + � y QOH) = H" + H + 
". 

 
 En el punto de corte tiene que cumplirse que NO−1) = QO−1): 
 

 NO−1) = 
" · O−1)" + � = 
" + �. 

 

 QO−1) = O−1)" − 1 + 
" = 1 − 
" = 
". 

 NO−1) = QO−1) ⇒ 
" + � = 
"  ⇒  � = 0. 

 

 El punto de tangencia es T 	−1, 
"� y la pendiente V = QRO−1) = −1. 

 
 La ecuación de la recta punto-pendiente es M − M� = VOH − H�): 
 

 M − 
" = −1 · OH + 1) = −H − 1;   2M − 1 = −2H − 2. 

 W0X1� 1�.Q0.10: 1 ≡ 2H + 2M + 1 = 0. 

 
********** 

  



3º) Calcular el área del recinto limitado por la función NOH) = [H", H < 0H, H ≥ 0 , las rectas H = −2, H = 2 y el eje OX. 
---------- 

 
 La representación gráfica de la función, aproximada, se expresa en la figurea 
adjunta. 
 
 La superficie a calcular es la siguiente: 
 

 ^ = _ H"��" · /H + _ H"� · /H = 
 = ��`( #�"

� + ��$" #�
" = 0 − �O�")`( # + "$" − 0 =  

 = K( + 2 = 
�( . 

 ^ = 
�(  a" ≅ 4,67 a". 

 
********** 
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4º) Sea la matriz 3 = i 2 0 00 2 0V 0 2j , V ∈ W ∖ 70>. 
 �) Hallar m M n de tal forma que 3" = m3 + n-, siendo - la matriz identidad. 
 �) Calcula 3o utilizando la igualdad anterior. 
 

---------- �)  

3" = 3 · 3 = i 2 0 00 2 0V 0 2j · i 2 0 00 2 0V 0 2j = i 4 0 00 4 04V 0 4j. 

 

3" = m3 + n- ⇒ i 4 0 00 4 04V 0 4j = i 2� 0 00 2� 0V� 0 2�j + in 0 00 n 00 0 nj ;  
 

i 4 0 00 4 04V 0 4j = i2� + n 0 00 2� + n 0V� 0 2� + nj ⇒ � = 4.    4 = 8 + n;  n = −4.  

 �)  

3o = 3" · 3" · 3 = i 4 0 00 4 04V 0 4j · i 4 0 00 4 04V 0 4j · i 2 0 00 2 0V 0 2j =  

 

= i 16 0 00 16 032V 0 16j · i 2 0 00 2 0V 0 2j ⇒ 3o = i 32 0 00 32 080V 0 32j.  

 
********** 

  



5º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 
�M + O� + 1)q = �              �H + q = �           H + �q = −�r: 

 �) Discutir y resolver según el valor del parámetro real �. 
 �) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para � = 2. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 s = i0 � � + 1� 0 11 0 � j y s′ = i0 � � + 1� 0 11 0 �     ��−�j. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|s| = u0 � � + 1� 0 11 0 � u = � − �( = 0;   �O1 − �") = 0 ⇒ v�
 = 0   �" = −1�( = 1   .  
 

T�w� v � ≠ 0� ≠ −1� ≠ 1 r ⇒ W�.Q s = W�.Q sR = 3 = .º <.XóQ. ⇒ ^. {. |. 

 

T�w� � = 0 ⇒ sR = i0 0 10 0 11 0 0    000j ⇒ W�.Q sR = 2. 

 

        T�w� � = −1 ⇒ sR = i 0 −1 0−1 0 11 0 −1    −1−11 j ⇒ 7}" = −}(> ⇒ W�.Q sR = 2. 

 T�w� ~ � = 0� = −1� ⇒ W�.Q s = W�.Q sR = 2 < .º <.XóQ. ⇒ ^. {. - 

 

T�w� � = 1 ⇒ sR = i0 1 21 0 11 0 1    11−1j ⇒ W�.Q sR ⇒ 7{
, {", {�> ⇒  

 

⇒ u0 1 11 0 11 0 −1u = 1 + 1 = 2 ≠ 0 ⇒ W�.Q sR = 3. 

  T�w� � = 1 ⇒ W�.Q s = 2;  W�.Q sR = 3 ⇒ ^<�10V� <.X:V;�1<�=0. 
 
 Se resuelve el sistema para los diferentes casos compatibles. 



 T�w� � ≠ 0, � ≠ −1, � ≠ 1 se resuelve por el método de Gauss: 
 

i0 � � + 1� 0 11 0 �     ��−�j ⇒ 7}
 ↔ }(> ⇒ i1 0 �� 0 10 � � + 1    −��� j ⇒  

 

⇒ 7}" → }" − �}
> ⇒ i1 0 �0 0 1 − �"0 � � + 1     −�� + �"� j ⇒ O1 − �")q = � + �";  
 q = &�&$
�&$ = &O
�&)O
�&)O
�&) = &
�&. 

 

 �M + O� + 1)q = �;   �M = � − O1 + �) · &
�& = &�&$�&�&$
�& = �"&$
�& ⇒ M = �"&
�&. 

 

 H + �q = −�;   H = −� − �q = −� − &$
�& = �&�&$�&$
�& = �&
�&. 

 ^:=aX<ó.: H = �&
�& , M = �"&
�& , q = &
�& , ∀� ∈ W − 7−1, 0, 1>. 
 

 T�w� � = 0 ⇒ sR = i0 0 10 0 11 0 0    000j. 

 ^:=aX<ó.: H = 0, M = �, q = 0, ∀� ∈ W. 

 

T�w� � = −1 ⇒ sR = i 0 −1 0−1 0 11 0 −1    −1−11 j ⇒ −M = −1;   M = 1. 

 H − q = 1 ⇒ q = �;   H = 1 + �.  
 ^:=aX<ó.: H = 1 + �, M = 1, q = �, ∀� ∈ W. 

 �)  

 Para � = 2 ⇒ s = i0 2 32 0 11 0 2j. |s| = u0 2 32 0 11 0 2u = 2 − 8 = −6. 

 

s� = i0 2 12 0 03 1 2j.  3/�. /0 s� =
⎝
⎜⎜⎛

�0 01 2� − �2 03 2� �2 03 1�
− �2 11 2� �0 13 2� − �0 23 1�

�2 10 0� − �0 12 0� �0 22 0� ⎠
⎟⎟⎞ = 

 



= i 0 −4 2−3 −3 60 2 −4j.  

 

s�
 = ���.  �
 ��|�| = i � �� "�( �( %� " ��j
�%  ⇒  s�
 = 
% · i0 4 −23 3 −60 −2 4 j. 

 
********** 

  



6º) Sean las matrices 3 = 	−13 510 −5�  M � = 	 5 −2−4 2 �: 

 �) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: 3h − 5f = 3−h + 2f = ��. 

 �) Calcular, si existen, las matrices inversas de X e Y. 
 

---------- �)  3h − 5f = 3−h + 2f = ��     6h − 10f = 23−5h + 10f = 5�� ⇒ h = 23 + 5�.  

 h = 2 · 	−13 510 −5� + 5 · 	 5 −2−4 2 � = 	−26 1020 −10� + 	 25 −10−20 10 �. 

 h = 	−1 00 0�. 

 3h − 5f = 3−h + 2f = ��   3h − 5f = 3−3h + 6f = 3�� ⇒ f = 3 + 3�.  

 f = 	−13 510 −5� + 3 · 	 5 −2−4 2 � = 	−13 510 −5� + 	 15 −6−12 6 �. 

 f = 	 2 −1−2 1 �. 

 �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |h| = �−1 00 0� = 0 ⇒ h .: 0� <.�0w1<�=0. 
 

 |f| = � 2 −1−2 1 � = 2 − 2 = 0 ⇒ f .: 0� <.�0w1<�=0. 
 

********** 
  



7º) Determinar, en función del parámetro real �, la posición relativa de los siguientes 

planos: ��
 ≡ O� − 1)H + M − q = �                    �" ≡ O� + 1)H + O2� + 1)M + q = −��( ≡ �H + �M + q = −�                          . 
---------- 

 
Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema que determinan los tres pla-

nos son las siguientes: 
 

 s = i� − 1 1 −1� + 1 2� + 1 1� � 1 j  M sR = i� − 1 1 −1� + 1 2� + 1 1� � 1     �−�−�j. 

 
Según sean los rangos de estas matrices, la posición relativa de los planos son 

las siguientes: 
 
1º.  --  W�.Q s = W�.Q sR = 3 ⇒ 5:� ;=�.:� �0 X:w1�. 0. a. ;a.1:. 
 
2º.  --  W�.Q s = 2;  W�.Q sR = 3 ⇒ 5:� ;=�.:� �:. �0X�.10� /:� � /:�. 
 
3º.  --  W�.Q s = W�.Q sR = 2 ⇒ 5:� ;=�.:� �0 X:w1�. 0. a.� w0X1�. 
 
4º.  --  W�.Q s = 1;  W�.Q sR = 2 ⇒ 5:� ;=�.:� �:. ;�w�=0=:�. 
 
5º.  --  W�.Q s = W�.Q sR = 1 ⇒ 5:� ;=�.:� �:. X:<.X</0.10�. 
 

 W�.Q s ⇒ u� − 1 1 −1� + 1 2� + 1 1� � 1 u = 

 = O� − 1)O2� + 1) − �O� + 1) + � + �O2� + 1) − �O� − 1) − O� + 1) =  
 = 2�" + � − 2� − 1 − �" − � + � + 2�" + � − �" + � − � − 1 = 2�" − 2 = 0;  
 2O�" − 1) = 0;  �" − 1 = 0 ⇒ �
 = −1, �" = 1. 
 ^< ~� ≠ −1� ≠ 1 � ⇒ W�.Q s = W�.Q sR = 3 ⇒ 5:� ;=�.:� �0 X:w1�. 0. a. ;a.1:. 

 

T�w� � = −1 ⇒ sR = i−2 1 −10 −1 1−1 −1 1     −111 j ⇒ 7{( = {�> ⇒ W�.Q sR = 2  

 

T�w� � = 1 ⇒ sR = i0 1 −12 3 11 1 1     1−1−1j ⇒ 7{( = −{�> ⇒ W�.Q sR = 2. 

 



^< ~� = −1� = 1 � ⇒ W�.Q s = W�.Q sR = 2 ⇒ 5:� ;=�.:� �0 X:w1�. 0. a.� w0X1�. 

 
 Por diferenciar los casos, las rectas que determinan son las siguientes: 
 

 � = −1 ⇒ sR = i−2 1 −10 −1 1−1 −1 1     −111 j ⇒ w ≡ [H − M = −1       H + M − q = −1. 

 

� = 1 ⇒ sR = i0 1 −12 3 11 1 1     1−1−1j ⇒ � ≡ [M − q = 1           H + M + q = −1.  

 
********** 

  



8º) Dados los vectores a�⃗ = O1, 2, 3) M �⃗ = O0, 1, 1). 
 �) Hallar un vector ���⃗  de módulo uno, que sea perpendicular a a�⃗  M �⃗. 
 �) Calcular el área del paralelogramo determinado por a�⃗  M �⃗. 
 

---------- �)  
 Un vector perpendicular a los vectores a�⃗  M �⃗ es cualquiera que sea linealmente 
dependiente de su producto vectorial: 
 

 �R����⃗ = a�⃗ × �⃗ = u< � �1 2 30 1 1u = 2< + � − 3< − � = −< − � + � = O−1, −1, 1). 

 
 Para obtener un vector unitario linealmente dependiente de �R����⃗  basta con dividir 
sus componentes por su módulo: 
 

 ��R����⃗ � = �O−1)" + O−1)" + 1" = √1 + 1 + 1 = √3. 
 �
����⃗ = 	�
√( , �
√( , 
√(�  M �"�����⃗ = 	 
√( , 
√( , �
√(�. 

 �)  
El área del paralelogramo determinado por dos vectores es el módulo de su pro-

ducto vectorial: 
 3w0� = |a�⃗ × �⃗| = √3 a". 

 
********** 

  



9º) En una clase de primero de primaria el 50 % de los niños practica natación, el 20 
% practica baloncesto y el 5 % ambos deportes. 
 �) Calcular la probabilidad de que un niño elegido al azar no practique natación ni 
baloncesto. 
 �) Calcular la probabilidad de que un niño practique natación si juega al baloncesto. 
 

---------- 
 
 |�1:�: TO�� ' 0,50;   TO�� ' 0,20;   TO� ∩ �� ' 0,05. 
 
��  
 T ' T�� ∩ �  ' 1 J TO� ∪ �� ' 
 
' 1 J ¢TO�� P TO�� J TO� ∩ ��£ ' 1 J O0,5 P 0,2 J 0,05� '  
 
' 1 J O0,70 J 0,5� ' 1 J 0,65 ' 0,35. 
 
��  

TO�|�� ' ¤O¥∩¦�

¤O¦�
' �,�o

�,"�
' o

"�
' 


�
' 0,25. 

 
********** 

  

� 

� 

� ∩ � ' 1 J O� ∪ �� 



10º) Se sabe que dos poblaciones distintas, X e Y, se distribuyen según una Normal de 
media 25. Además TOh ≥ 27) = TOh ≥ 30) = 0,1587. Calcular sus respectivas va-
rianzas. 

---------- |�1:�:  § = 25;   ¨. 
 h → �O§;  ¨) = �O25, ¨).  Tipificando la variable: © = ª�"o« . 

 
 Para TOh ≥ 27) = 0,1587. 
 T = TOh ≥ 27) = 0,1587 ⇒ T 	© ≥ "¬�"o« � = T 	© ≥ "«� = 0,1587;  
 1 − T 	© < "«� = 0,1587;   T 	© < "«� = 1 − 0,1587;   T 	© < "«� = 0,8413. 

 
 Buscando en la tabla �O0, 1) de forma inversa, a 0,8413 le corresponde 1, por 
lo cual: 
  

 
"« = 1 ⇒ ¨ = 2 ⇒ ¨" = 4. 

 
 
 Para TOh ≥ 30) = 0,1587. 
 T = TOh ≥ 30) = 0,1587 ⇒ T 	© ≥ (��"o« � = T 	© ≥ o«� = 0,1587;  
 1 − T 	© < o«� = 0,1587;   T 	© < o«� = 1 − 0,1587;   T 	© < o«� = 0,8413. 

 

 
o« = 1 ⇒ ¨ = 5 ⇒ ¨" = 25. 

 
********** 

 


