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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno contestara a solo cinco ejercicios deedas propuestos. En caso contrario,
se corregiran los cinco que haya contestado printesaecesario justificar las res-

puestas. Se permite el uso de calculadoras ceagifiempre que no sean programa-
bles ni graficas ni calculen integrales. Si alglimmao es sorprendido con una calcu-
ladora no autorizada, podra ser expulsado del exaeretodo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le prapwiotra.
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tg |(Z+1)vx—2
dad:tim L _ 1

x—4 x2-16+ax 32

a)

1 1 1

. 1—sen x-coS X\sen x 1—sen 0-coS 0\sen o 1-0 6
i (1SS0S XY _ (15 0ans OV _ (103 _ g o
x—0 \1+sen x-cos x 1+sen 0-cos 0 140

1

. 1—-sen x-cos x\sen x . 1 1-sen x-cos x
o A = lim (LSO g g (g ) =
x—0 \1+sen x-cos x x—0 \senx 1+sen x-cos x

. L(l—%-sen 2x)—L(1+%-sen Zx) L(l—%-sen 0)—L(1+%-sen 0) L1—-L1 0
= lim = = = - = Indet.>
x—0 sen x sen x 0 0
— CO0S 2Xx CcOS 2Xx -1 1
' 3 . 1—%~sen 2x 1+%~sen 2x . ] 1—%~sen 2x 1+%~sen 2x
= {L'Hopital} = lim = lim cos 2x - lim =
x—0 cos x x—0 x—0 cos x
1 1
—115'5371 2x—1+g~sen 2x
) 1-5-sen 2x)-(1+5-sen 2x ) -2 -2 -2
=1-11m(2 G, )=11m - = - =—=-2
x—0 cosx x—0 cos x—(l—z—senZZx) cos 0-(1—Z—sen20) 11

1

. 1—sen x-coS X \sen x -2 1
lim (————— =e ‘==
x—0 \1+sen x-cos x e?

Antonio Menguiano



b)

ol ] 1 w4 (st
x2-16+ax 32’ 42-16+a4 32’

=25 g=8

a 8 -_—

*kkkkkkkkk

m+8

4
4a




2°) Determinar los valores de los parametros reayels para que las funciongéx) =
ax?+ by g(x) = x?+ x + a, sean tangentes en el punto de abscisa-1. Para los
valores obtenidos dey b, calcular la recta tangente a las curvas en—1.

La pendiente de la tangente a una funcién en atops igual que el valor de
su primera derivada en ese purfte(—1) = g'(—1).

f'(x) =2ax = f'(-1) = —2a.
g =2x+1= g'(-1)=-2+1=-1.

ff(-D)=g¢'(-1)=>-2a=-1=a= %

Las funciones resultgf(x) = %xz +bygx)=x*+x+ %

En el punto de corte tiene que cumplirse fitel) = g(—1):
_1 2 _1

f(-1) =3 (-1*+b _E+b'

gD =12 -1+;=1-

S
Il

N | R

= b =0.

fCD=g(-D=>5+b=

N

El punto de tangencia @s(—l,%) y la pendienten = g'(—1) = —1.
La ecuacion de la recta punto-pendientg esy, = m(x — x,):

y—%:—l-(x+1)=—x—1; 2y —1=—-2x — 2.

Recta tangente:t =2x + 2y +1=0.
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3°) Calcular el area del recinto limitado por ladidn f(x) = {

x=-2,x=2yeleje OX.

X2

)

,x <0
las rectas

x, x>0

La representacion grafica de la funcion, aproximas expresa en la figurea

adjunta. oy

La superficie a calcular es la siguiente: \\ 6

X
S=f_02x2-dx+f02x-dx= 4 f&)
[
N B 0 x21% . (-2) 22
_[?]_2+[_:|0_0_[3 ]+7_ a
=242=2
X
S = % u
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2 00
4°) Sea la matria = (0 2 0>,m € R\ {0}.
m 0 2

a) Hallara y g de tal forma qud? = aA + I, sienddl la matriz identidad.

b) CalculaA® utilizando la igualdad anterior.

2 0 0 2 00 4 0 0
A2=A-A=<0 2 o)-(o 2 0>=<0 4 0).
m 2 m 0 2 4m 0 4
4 0 0 2a 0 0 g 0 0
A2=aA+,BI=><O 0>=<0 2a 0>+<0 B 0):
4m 4 ma 0 2a 0O 0 B

4 0 0 2a+ 0 0
(0 4 0>=< 0 2a +f 0 >=>a=4. 4=8+p; p=—4.
4m 0 4 ma 0 2a+

4 0 0 4 0 0 2 0 0
A5=A2-A2-A=<o 4 0)-(0 4 0)-(0 2 0)=
4mn 0 4 4m 0 4 m 0 2

16 0 0 2 0 0 32 0 O
=<0 16 0>-<0 2 0>=>A5=<0 32 0).
32m 0 16 m 0 2 80m 0 32
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ay+(a+1)z=a
59) Dado el sistema de ecuaciones lineales ax +z = ay:
x+az=-—a

a) Discutir y resolver segun el valor del parametal a.

b) Determinar la inversa de la matriz asociada &sia paraz = 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:
0 a a+1 0 a a+1 a
M=<a 0 1 )yM'=<a 0 1 a).
1 0 a 1 0 a —a
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:
0 a a+1 a, =0
M| =|a 0 1 |[=a—a®>=0; a(1—-a?®) =0=a, =—-1.
1 0 a a; =1
a#+0
Para {a * —1} = Rang M = Rang M’ = 3 = n%incég.= S.C.D.
a#1l
0 0 10
Paraa=0=>M’=<0 0 1 O>=>RangM’=2.
1 0 00O
o -1 0 -1
Paraa=—1=>M’=<—1 0 1 —1>=>{F2=—F3}=>RangM’=2.
1 0 -1 1
Para {a _:_1} = Rang M = Rang M' =2 < n®incég.= S.C.1
0 1 2 1
Paraa=1=>M’=<1 0 1 1)=>RangM’=>{C1,C2,C4}:
1 0 1 -1
0 1 1
=1 0 1|(=14+1=2%*0=RangM’' =3.
1 0 -1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve el sistema para los diferentes casogatibles.



Paraa # 0,a # —1,a # 1 se resuelve por el método de Gauss:
0 a a+1 a 1 0 a —a
a 0 1 a |=>{FFoF}=>|a 0 1 a |=
1 0 a —a 0 a a+1 a

1 0 a —a
={F,>F,—aF}=(0 0 1—-a% a+a®*|>1—-a®>)z=a+a?
0 a a+1 a

a+a? a(1+a) a
7 = = = .
1-a? (1+a)(1-a) 1-a

a a—a’—-a—a® —2a? —2a
ay+(a+1)z=a; ay—a—(1+a)-1_a_ —— =y =
a? —a+a?-a? -a
xtaz=—a;, x=—a—az=—a-— = = .
1-a 1—a 1—-a
Solucién: x = %,y = iz,z = 1ila,‘v’a €R—-1{-1,0,1}.
0O 0 1 0
Paraa=0=>M ={0 0 1 0]
1 0 0O

Solucion:x =0,y =14,z =0,VA €ER.

O -1 0 -1
Paraa=—1:>M’=<—1 0 1 —1>:>—y=—1; y=1.
1 0o -1 1

x—z=1=2>z=1 x=1+A.

Solucion:x =1+ A4, y=1,z=A1VAER.

b)
0 2 3 0 2 3
Paraa=2=>M=<2 0 1). M| =12 0 1|=2-8=—6.
1 0 2 1 0 2
|0 0 _|2 0 |2 0
0 21 12 21 O3 12 30 12
Mt=(2 0 o). Adj.de M = | —| | -
3 1 2 1 20 I3 2 3 1
2 11 0 1} [0 2

0 0 2 0 2 0



0 -4 2
= (—3 -3 6 )
0 2 —4
0 -4 2

Adj. de Mt <_3 > 6) , (9 4 2
M—1= J. de —\O 2 -4 iM_lzg‘ 3 3 —6 |.

M| -6
0 -2 4
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6°) Sean las matrices= (_1103 _55) yB = (_54 _22):

a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistemacciﬁaeiones:BX —oY = A}.
—X+2Y =B

b) Calcular, si existen, las matrices inversas deYX e

a)
3X—5Y=A} 6X —10Y = 24
—X+2Y=B) -5X+10Y =5B

=2 s (G F)=Go S (G W)

}:X:2A+Hi

3X—5Y=A} 3X —5Y =4
—X+2Y=B) -3X+6Y =3B

5 D 2 D

}:Y=A+33

b)
Una matriz es invertible cuando su determinantiststo de cero.

| X| = -1 8| = 0 = X no es invertible.

-1

vi=|2 7

| =2—2=0>Y noesinvertible.
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7°) Determinar, en funcion del pardmetro wedl posicion relativa de los siguientes
m=@—1Dx+y—z=a

planosim, = (a+ Dx+ 2a+ 1)y +z = —a.
ny=ax+ay+z=—a

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistguedeterminan los tres pla-
nos son las siguientes:

a—1 1 -1 a—1 1 -1 a
M=<a+1 2a + 1 1>yM'=<a+1 2a+1 1 —Cl).
a a 1 a a 1 -—a

Segun sean los rangos de estas matrices, la posataiiva de los planos son
las siguientes:

1°. -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
3% --Rang M = Rang M’ = 2 = Los planos se cortan en una recta.
4° -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

59, -- Rang M = Rang M’ =1 = Los planos son coincidentes.

a—1 1 -1
RangM = |la+1 2a+1 1 |=
a a 1

=(a—1)2a+1)—al(a+1)+a+aa+1)—a(a—1)—(a+1) =
=2a°+a—-2a—1—-ad*>—a+a+2ad*°4+a—-ad*+a—-a—-1=2a*-2=0;

2>-1)=0; a>-1=0=>a, =—1,a, = 1.

Si {aa;;_ll} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

-2 1 -1 -1
Paraa=—1=>M’=<0 -1 1 1>=>{C3=C4}=>RangM’=2
-1 -1 1 1

0 1 -1 1
Paraa=1=>M’=<2 3 1 —1):{63 = —C,} = Rang M' = 2.
11 1 -1



Si {aaz—_ll} = Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

Por diferenciar los casos, las rectas que detarmson las siguientes:

2 1 -1 -1
—yv =1
a=—1=>M’=<0 1 1 1>=>r5{§+y_2=_1.
1 -1 1 1 Y

01 -1 1
—z=1
a=1=>M’=<2 3 1 —1>=>SE{Z+Z+Z:_1-
11 1 -1 Y
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8°) Dados los vectores= (1,2,3) y v = (0,1, 1).
a) Hallar un vectoiv de médulo uno, que sea perpendiculdryav.
b) Calcular el area del paralelogramo determinadaipo?.

a)
Un vector perpendicular a los vectoteg v es cualquiera que sea linealmente
dependiente de su producto vectorial:

. i j k
w=uxv=|1 2 3|=2i+k-3i—-j=—i—j+k=(-1,-1,1).
0 1 1

Para obtener un vector unitario linealmente dejeantel dew’ basta con dividir
sus componentes por su moédulo:

W =J(=D2+(-1)2+12=VI+1+1=13.

V= (GEww) 2" (GEw)

b)
El area del paralelogramo determinado por dos vestes el modulo de su pro-
ducto vectorial:

Area = |Uu x B| = V3 u?.
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99 En una clase de primero de primaria el 50 Y@sl@ifios practica natacion, el 20
% practica baloncesto y el 5 % ambos deportes.

a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegidazdr no practique natacion ni
baloncesto.

b) Calcular la probabilidad de que un nifio practiga&cion si juega al baloncesto.

Datos: P(N) = 0,50; P(B) = 0,20; P(N n B) = 0,05.

¥ P=P(NNB)=1—-P(NUB) =
=1-[P(N)+P(B)—P(NNB)]=1-(05+0,2—-0,05) = |
=1-(0,70-0,5) = 1—0,65 = 0,35. NnB=1-(NUB)
b)

_P(NNB) _ 005 _ 5 _1_
P(N|B) = P(B) 020 20 4 0,25.
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10°) Se sabe que dos poblaciones distintas, Xse Wistribuyen segun una Normal de
media 25. AdemaB(X > 27) = P(X = 30) = 0,1587. Calcular sus respectivas va-
rianzas.

Datos: u = 25; o.

X = N(u; 0) = N(25,0). Tipificando la variableZ = X‘TZS

ParaP(X > 27) = 0,1587.

27-25

o

P=P(X227)=01587 > P(222) =P (z22) = 01587,
1—P (Z < f) ~0,1587; P (z < ;) =1-0,1587; P (z < ;) — 0,8413.

Buscando en la tabl&(0,1) de forma inversa, a 0,8413 le corresponde 1, por
lo cual:

=10=2>0%=4.

ParaP(X = 30) = 0,1587.

30-25

o

P=P(X230)=01587 > P (2> 22) = p(z22) = 01587,
1—P (Z < ;) = 0,1587; P (Z < ;) =1-0,1587; P (Z < ;) = 0,8413.

§=1=>a=5=>02=25.
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