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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a solo cinco ejercicios de entre los planteados. En caso contrar
se corregiran los cinco que haya contestado primero. Es necesario justificar las re
puestas. Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean prograr
bles ni graficas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calct
ladora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionan otra.

1°) Calcular los valores de los parametrgsb para que la funciofi(x) sea derivable,

2 bx
siendof (x) = {a(x -9) +5 - b. x < 3.
LIb(x —2)], x =3

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que s
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su ct
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 3, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores realesyde para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = lim |a(x? —=9) +Z —b| =0
Parax =3 = x—’3_f() x—’3[( ) 3 ] =
1i1§1+ flx) = lirr; LIb(x —2)] =Lb = f(3)
x— x—

=>xlir§1_f(x) = xliggrf(x) =f(3)=>0=Lb=b=1.

a(x2—9)+§—1. x <3

La funcion resultaf (x) = {
L(x—2), x=3

La funcionf (x) es derivable en R, excepto para 3 cuya derivabilidad se va
a forzar determinando el correspondiente valar.de
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Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

2ax+§ six <3

ffx) =1 4 =>x=3 =>f’(3)={
o si x =3

1 .

6a+§ szx<3:>
1six=>3

1

= f’(3—)=f'(3+)=>6a+§=1; 18a+1=3; 18a=2; 9a=1>a=:
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2°) Determinar el dominio y las asintotas de la funfion = (;:23)2
tangente en su punto de inflexion.

Por ser una funcioén racional su dominio en el conjunto de los nameros reales
excepto los valores reales xlgue anulan el denominador.

(x+2)2=0=>x+2=0; x=-2 = D(f) =R —{-2}.

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

k = 11m f(x) = hm = 0= Larectay = 0 es asintota horizontal.

(x 2)2

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

(x +2)2=0; x=—-2= Larectax = —2 es asintota vertical.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que ¢
anule su segunda derivada en ese punto:

f’(x) 1-(e+2)2—(x+3)[2-(x+2)-1] _ (x+2)-2-(x+3) _ x+2-2x—6 _ -x—4
- (x+2)* T (42 (x42)3 (x+2)3
f”( ) (D423 - (—x—4)[3-(x+2)21]  —(x+2)-3-(—x—4) _ —x—2+3x+12 _
X) = (x+2)6 - (x+2)% T (x+2)*

__ 2x+10 _ 2-(x+5)
T (x+2)t (x+2)*°

f”(x)=0=>2(ﬁ;53=0; 2-(x+5)=0; x+5=0=x = —5.

f(=5) = =2 = —S = Punto de tangenciﬂ:(—s, —%)

(- 5+2)2 (=3)?

El valor de la pendiente de la tangente a una funcidén en un punto es igual que
valor de su primera derivada en ese punto.

~(-5)-4 _ 5-4 _ 1
(-5+2)3  (-3)3 27

m = f'(~5) =

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por |



férmulay — y, = m(x — x,), que aplicada al punﬂb(—S, —S) conm = —% es:
2 1
y+5=—5 (x+5) 27y+6=—-x—-5

La recta tangente pedidaest = x + 27y + 11 = 0.
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2
39) Calcular el area del recinto limitado por las funcigif@d = % + g —2yg(x) =
(x —2)2 —1ylasrectaxy = 3,x = 5.

Los puntos de corte de las dos funciones (parabolas) tienen por abscisas las r:
ces de la ecuacidn que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(x):g(x)=>§+§_2=(x—2)2—1; x*+3x—18=9(x — 2)* - 9;

x>+3x—9=9-(x?>—4x+4) =9x? —36x + 36; 8x%—39x +45 = 0;

X = 39+V1521-1440 _ 39+V81 _ 3939 . _ 30 _ 15 48

Xi=—=—= X, =—=
16 16 16 17146 8’727 16

15) _ (15 2 — _12_ 1 _4__8 5 _ 63
g(?)—(?—Z) _1_( 5) 1_64 1= 64:>A(8’ 64)'
(Este punto no se marca en el gréafico por estar muy proxi#jo a

3.

g3 =3B-2?%2-1=12-1=1-1=0= B(3,0).

Las dos funciones son parabolas convé€xgor ser positivos sus correspon-
dientes coeficientes de& cuyos vértices (minimos) son los siguientes:

(x) =25 4+ = '(x) = 2. .1 _ 0. o . _ 3
f(x)—9x+3. f(x)—0=>9x+3—0, 2x+3=0; x= -

w

3 3 o
F =5 3m2=id 2=t et (1))

g'(x)=2-(x—2). gx)=0=22-(x—-2)=0; x—2=0; x=2.
9(2) = (2=2)2—1=—12V,(2,-1).

f(3)=gx)=0=B(30).

52 5 25+15-18 22 22
fO=2+2-2=22102 c(s,;) ~ C(5;2,44).

Los puntos de corte con el eje X de la parap@a son los siguientes:

—3+9+72 _ —3+V81 _
> = =

2
f)=0=%54+2-2=0; x*+3x—18=0; x = i

-319

=——==x = —6; P(—6,0),x, =3 = B(3,0).

Los puntos de corte con el eje X de la pardp6igd son los siguientes:



gx)=(x—-2)2—-1=x?—4x+4—-1=x%—4x+ 3.

= SR V2 g p(1,0),x, = 3 B(3,0).

El punto de corte con el eje Y de la paralla) es el siguiente:
g(0)=(0-22%-1=4-1=3=F(0,3).
g(5)=(5-22-1=9-1=8= D(5,8).

La representacion gréafica de la situacion, con los datos obtenidos, es, aproxime
damente, la que indica la figura adjunta.

\ " I

g(x)

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la s
guiente:

S=[lg00 — fO0l-dx = 7|2 = 4x+3) = (5 +%-2)] - dx =
8x3  13x2

[ (Gx?—2x+5)-de =[5
9 3 27 6

+ Sx]i =

.53 .52 .23 22
(-5 45-5)- (-2 +5-3) =22 -2 425-8+2-15=
27 6 27 6 27 6 2

1000 325 , 39 _ 108+2.000-2.925+1.053 _ 236 _ 118
=24+———-———+4+—== ==—="—u?=437u*=S.
27 6 | 2 54 54 27
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(a—Dx+y+3az=1
49°) Discutir y resolver el sistemqaax +ay —z = a segun el va-
(a—Dx+y+(@a—1)z=-2a+1

lor del parametra.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a—1 1 3a a—1 1 3a 1

M=| a a -1 |yM=[ a a -1 a :
a—1 1 a-1 a—1 1 a—-1 —-2a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

a—1 1 3a
M| =| a a -1|=
a—1 1 a-1

=a(a—1)?+3a?—-(a—1)—-3a*(a—-1)+(a—-1)—ala—1) =
=a(a*—2a+1)+3a*—-3a>+3a*> —a*+a=

=a3—-2a’+a—-3a®+5a*+a=-2a+3a*+2a=-a(2a®? —3a—2) =0;

@, =0; 222 —3a—2=0; q="220H VI _ 35— Lla =2
1 4 4 4 2 2’73
a+0
Para ai—% = Rang M = Rang M' = 3 = n2%incb6g.= S.C.D.
a+2
-1 1 0 1
Paraa=0=>M"=[ 0 0 -1 0])={C,=C,}= RangM' = 2.
-1 1 -1 1

Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.

21 3 1
2 2
Paraa = —% >M=|-1 -1 -1 -1]= Aefectos de rango, la matii#’
21 22
2

-3 2 =3 2
equivale a la matri'’ = (—1 -1 =2 —1) = Rang M" = {C,,C,,C,} =
-3 2 =3 4



-3 2 2
-1 -1 -1
-3 2 4

= =12-44+6—-6—-—6+8=10+ 0= Rang M' = 3.

11 6 1
Paraa=2=>M’=<2 2 -1 2 >=>RangM’=>{CZ,C3,C4}=>
11 1 -3

1 6 1
2 -1 2
1 1 -3

= =6+2+124+1-24+36=55+#0= Rang M' = 3.

1
Para {a - _E} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
a=2

. 1
Se resuelve en primer lugar parg 0,a # —sya# 2:

(a—1)x ++y+3az= 1 {Fs —>F3—F1}
ax+ay—z=a;= 1 =
(a—Dx+y+(a—-1)z=-2a+1 F =2k

(a—Dx+y+3az=1

= x+y—lz=1 =z="2
a 2a+1
—QRa+1)z=-2a
(a—1Dx+y=1-3az (a—2)x=—3az—lz
= 1 = {Fl - Fl - Fz} = ? =
x+ty=1+-z x+y=1+=-z
a
— — 3027, — 7 = —(3a2 _ —Ba’+1) 2a _  -2(3a’+1)
2ala—2)x=-3a°z—z=—-Ba*"+1)z=>x= 20D 2arl " aa—n@arD)’
. i 1 2a 2(3a?+1) _ a(a-2)(2a+1)+2a(a—2)+2(3a?+1) _
Y= 1+ aZ x=1+ a 2a+1  a(a-2)(2a+1) - a(a-2)(2a+1) -

__a(2a’+a-4a-2)+2a*-4a+6a*+2 _ a(2a®*-3a-2)+8a’*—-4a+2 _ 2a*-3a’-2a+8a’-4a+2 _
- a(a-2)(2a+1) o a(a-2)(2a+1) o a(a—2)(2a+1) o

. 2a3+5a%2-6a+2 .
T a(a-2)(2a+1)

-2(3a%+1) __ 2a3+5a%-6a+2 ;= 2a
a(a-2)(2a+1)’ Y= a(a-2)(2a+1) * °  2a+1’

Solucion: x = VYa ER — {0, —%, 2}.




—x+y=1
Resolvemos ahora pata= 0; el sistema result%rz =0 , que es com-
—x+y—z=1

patible indeterminado y equivalentécélsz’ ~ (1)} Haciendoy = A:

Solucion:x =1—A4; y=1;, z=0, VAER.
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Restando a cada fila la anterior multiplicadaxaor

1 1 1 1
0 y—x Z—x t—x
D= 2 2 2 =
0 y*—=xy z2—xz t?>—xt
0 y3—xy? 2z3—xz? t3—xt?
y—x Z—X t—x y—x Z—X t—x
=y —xy =z -xz t’—xt|=|yly—x) z(z—x) tlt—x)|=

y3 —xy? z3 —xz? t3 —«xt? y2(y —x) z%(z—x) t%(t—x)

1 1 1
=-0)z-0)t-x)-[y 2 t|=D. ()
y2 72 {2

Restando en el determinante a cada fila la anterior multiplicada por

1 1 1
0 z—y t—y | =
0 z2—yz tZ—yt

z—)y t—y

_| 27Y t=y | _
z2 —yz t?—yt| ™

z(z—y) tlt—y)|

=@-nE-»-|. =C-Ne-nNt-2.

Sustituyendo el valor hallado en la expresion (*):

D=Q-—x)z-x)t-x)z-yC-y)t-2).
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1 0 O
6°) Dada la matrid = <0 1 0>,m € R. HallarA™1 y A1,
m 0 1

Se obtiene la inversa depor el método de Gauss-Jordan.

1 0 0j1 0 O 1 0 01 O O
(All) = (0 1 0j0 1 0) = {F; > F; —mF,} = (0 1 00 1 0) =
m 0 110 0 1 0 0 1Il-m 0 1

1 0 0
A‘1=<0 1 0).
-m 0 1

1 0 O 1 0
A2=A-A=<0 0)-(0 1
m 0 1 m 0

—_

1 0 0
A = ( 0 1 0).
10m 0 1
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x+3y—4z+9=0

0 i3 [
7°) Hallar la ecuacion del plano que contiene a la veeta{_x 2y +z+41=0 y

es perpendicular al plano=x+3y+z+1 = 0.

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

x+3y—4z49=0

}zz:1$x+3y=—9+4l}:

rE—x—2y+z+1=0 —x—=2y=-1-2 y =—10+ 34;
x =21—-—51
x:—2y+1+/1=20—6/1—1+/1=21_5/1=>r5{y:_10+3/1.
z=2A

Un punto y un vector director aesonP(21,—10,0) y v, = (-5, 3,1).
Un vector normal del planmesn = (1, 3, 1).

La expresion general del plaggedido es la siguiente:

x—21 y+10 z
pP; v, A)=| —5 3 1|=0;
1 3 1

3(x—21)+ (y+10) —15z—3z—3(x —21) + 5(y + 10) = 0;
6(y+10)—18z=0; (y+10)—-3z=0.

p=y—3z+10=0.
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x+y—z=1 X+3 _ y+2

4x—2y+2z=10751 T3
ecuaciont = x + y — z + 6 = 0. Hallar la posicion relativa entre:

8°) Dadas las rectas= { = 2;1 y el plano de

a) Las rectag y s. b) El planor y la rectas.

a)

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

_x+ty—z=1 _ x+y=1+41 .
r=2x_y+Z:5}=>z—/1:>2x_y:5_/1}=>3x—6,x—2,
x =3
y=1+/1—x=1+/1—2=—1+/1=>r5{y:—1+/1.
z=A

Un punto y un vector director de la reetaonA(3,—1,0) y v, = (0,1, 1).

Un punto y un vector director de la restaonB(—3,—2,1) y v, = (1, 2, 3).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:w = AB = [B — 4] = [(-3,—-1,1) — (3,—2,0)] = (—6,1,1).

Segun gue los vectorgs,, v,, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

0 1 1
Rang {v,,vo,w}=>|1 2 3|=1-18+12-1+#0=
-6 1 1

= Rang {v,,v;,W} = 3 = ¥, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy §Secruzan.

b)

La expresion de la recta= fo = y;rz = 2;1 por unas ecuaciones continuas es
las siguiente; =S5 = :

g 3x+9=z—1} S 3x—z=—10}



La rectar y el planor determinan el sistema3x —z = —10

2x—y=—4}
x+y—z=-6

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
2 =1 0 2 =1 0 —4
M=(3 0 -1|yM=(3 0 -1 -10|.
1 1 -1 1 1 -1 -6
Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 - Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

2 -1 0
RangM= |3 0 —-1|=1+2-3=0>=>RangM = 2.
1 1 -1

2 -1 0 —4 1 1 -1 -6
M’=<3 0 -1 —10>=>{F1<—>F3}=><3 0 -1 —10)=>

1 1 -1 -6 2 -1 0 -4

1 1 -1 -6
:{FZ_)FZ 3F1}=> 0 -3 2 8 |={F,=F)}=RangM' =2.
F3 - F3 - 2F1 0 _3 2 8

Rang M = Rang M' = 2 = La rectar esta contenida en el plano .
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99 La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucion Normal
de media 15 dias y desviacion tipica 4 dias.

a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.

b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 dias.

Datos: u =15; o = 4.

a)
X - N(u; o) = N(15,4). Tipificando la variablez = ===,
10-15 -5
P=PX< 10)_P(Z< - )—P(Z<T)—P(Z<—1,25)—
=1-P(Z <125) =1—0,8944 = 0,1056.
b)

P=PI1<X<19)=P(==<z<22)=pP(—<z57)=

=P(-1<Z<1)=PUZ<1)-[1-PUZ<D]|=PZ<1)-14+P(Z<1)=

=2-P(Z<1)—1=2-0,8413-1=1,6826—-1 = 0,6826.
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10°) En una clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban la asigne

el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige
alumno al azar:

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueba la asignatura.

b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que el alumn
haya asistido a clase.

Datos: P(As) =¥=§; P(A_s) =1-PA) =1 —§=%.

6
> p=508=06857

->p==--02=01714

Nl NIo

—)p =

-0,1=10,0143

->p= 7 0,9 =0,1286

a)
P = P(Ap) = P(As n Ap) + P(As n Ap) =

= P(4s) - P(Ap/As) + P(4s) - P(Ap/As) = § 0,8 + ; .01 = 4'8;0'1 = % =0,7.

Aprueban la asignatura el 70 % de los alumnos.

b)

6
. __ P(AsnS) _ P(As)-P(S/As) _ 702 01714
P =P(§/As) = PGS 1pap) 107 o3 0,5714.
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