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El alumno contestará a SÓLO CINTO ejercicios de entre los planteados. En caso con-
trario, el corrector corregirá los cinco que haya contestado primero. Es necesario justi-
ficar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean 
programables ni gráficas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con 
una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le 
retirará la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra. 
 

1º) Sea la función ���� = ���	
��. Determinar el dominio, extremos relativos y las asín-

totas verticales, horizontales y oblicuas cuando existan. 
 

---------- 
 
 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
los valores reales de � que anulan el denominador. 
 

 2 − �	� = 0;   2 = �	� = �
� ;   �� = �� ⇒ � = � �� = �1 − �2 = −�2. 

 ���� ⇒ � − �−�2�. 
 

Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto.  

 ���� = ���	
�� = ���	 ��� = ��������� = ��·
��
�	�. 
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 ����� = 0 ⇒ 	�·
�·��	"·
������
�	��� = 0;  −� · �� · �� − 4 · �� + 2� = 0;  �� = 0;  
 � − 4 · �� + 2 = 0;   � + 2 = 4 · ��. Las soluciones de esta ecuación son los puntos 



de corte de las funciones %��� = � + 2 y ℎ��� = 4 · ��. Se hace un esquema, aproxi-
mado, de las gráficas de las funciones. 
 
 La función %��� = � + 2 es una recta que pasa por los puntos '�−2, 0� ) *�0, 2�. 
 
 La función ℎ��� = 4 · �� es una función 
exponencial, creciente, que corta el eje de ordena-
das en el punto +�0, 4�; tiene como asíntota hori-
zontal al eje de abscisas en su parte negativa y con-
tiene los puntos siguientes: 
 ℎ�−1� = 4 · �	� = "
 ≅ 1,47 ⇒ +�−1;  1,47�. 
 ℎ�−2� = 4 · �	� = "
� ≅ 0,54 ⇒ ��−2;  0,54�. 

 
 Como se puede observar en la figura adjunta, las funciones %��� = � + 2 y ℎ��� = 4 · �� no tienen puntos en común, lo que supone que �� − 4 · �� + 2� < 0, 
para cualquier valor real de �, y como consecuencia, la única raíz real de la derivada 
es � = 0. 
 

 Para: 
� < 0 ⇒ ����� < 0� > 0 ⇒ ����� > 01 ⇒ ���� 23�4� 54 6í4368 9�:;23<; =;9; � = 0. 

  ��0� = ���	
�� = 0 ⇒ >í4368 9�:;23<8: @�0, 0�. 

 
Asíntotas horizontales: son de la forma ) = A y son los valores finitos de la fun-

ción cuando � tiende a más o menos infinito. 
 

         A = lim�→	F ���� = lim�→	F ���	
�� = �	F���	
���G� = F�	
G = F�	F = − FF ⇒ H4I�2. ⇒  

 ⇒ ��′L8=32;:� ⇒ lim�→	F ��
�� = FF ⇒ H4I�2. ⇒ ��′L8=32;:� ⇒ lim�→	F �	
�� = 0. 

 

          A = lim�→�F ���� = lim�→�F ���	
�� = F��	
�G = F�	M = F� = ∞. 

 �; 9�O2; ) = 0 ��P� Q� �R ;Rí4282; ℎ893S842;: �4 R5 =;92� 4�%;23<;. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 �; 9�O2; � = −�2 �R ;Rí4282; <�923O;:. 
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No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales. 
 

********** 
  



2º) Sea la función ���� = cos �. Halla el área de la superficie encerrada por la recta 
tangente a la gráfica de � en el punto � = − X", la gráfica de � y las rectas � = − X" y � = X�. 

---------- 
 

 Para � = − X" es �Y	Z[\ = cos ]− X"^ = √��  ⇒ Punto de tangencia: ` ]− X" , √�� ^. 

 
 La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor 
de la derivada en ese punto.  
 

 ����� = −R�4 � ⇒ 6 = �� ]− X"^ = −R�4 ]− X"^ ⇒ 6 = √�� . 

 
 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 
fórmula ) − )M = 6�� − �M�, que aplicada al punto `�0, 1� con 6 = −4 es: 
 

 ) − √�� = √�� ]� + X"^ = √�� � + X√�a ;   8) − 4√2 = 4√2� + c√2; 
 8) = 4√2� + c√2 + 4√2  ⇒ 2 ≡ ) = √�a · �4� + c + 4�. 

 
 Para la representación de la recta tenemos en cuenta el punto de tangencia y 

haciendo � = 0 ⇒ ) = √�a · �c + 4� ≅ 1,26 ⇒ f�0; 1,26�. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La representación gráfica de la situación, aproximada, se expresa en la figura 
adjunta. 
 

 En la figura se observa que en el intervalo de la superficie a calcular, ]− X" , X�^, 

las ordenadas de la recta tangente son mayores que las correspondientes ordenadas de 
la función ���� = cos �, por lo cual la superficie pedida es la siguiente: 
 g = h 2���Z�	Z[ · I� − h cos �Z�	Z[ · I� = h √�a · �4� + c + 4�Z�	Z[ · I� −  R�4 �!	Z[

Z� =   
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 = √�a · i"��� + c · � + 4�j	Z[
Z� − iR�4 X� − R�4 ]− X"^j =  

 = √�a ·  � · �2� + c + 4�!	Z[
Z� − R�4 X� + R�4 ]− X"^ =  

 = √�a · iX� · ]2 · X� + c + 4^j − √�a · i− X" · ]2 · 	X" + c + 4^j − 1 − √�� =  

 = X√��k · �2c + 4� + X√�l� · ]X� + 4^ − 1 − √�� = X√�a · �c + 2� + X√�l� · a�X� − 1 − √�� =  

 = X√�l� · ]4c + 8 + a�X� ^ − 1 − √�� = X√�l� · aX��k�a�X� − 1 − √�� =   

 = X√�k" · �9c + 24� − 1 − √�� ≅ 3,629 − 1,707 ⇒ g = 1,922 5�   

 
********** 

  



3º) Calcular los siguientes límites: ;�  lim�→Mo ] ���^pqr �
.  s�  lim�→F ]"�	�"� ^�

. 

 
---------- ;�   lim�→Mo ] ���^pqr � = ]�M^M = ∞M ⇒ H4I�2. ⇒ ' = lim�→Mo ] ���^pqr � ⇒  

 ⇒ �' = � t lim�→Mo ] ���^pqr �u ⇒ lim�→Mo tL ] ���^pqr �u = lim�→Mo ��1 − ����pqr �! =  

 = lim�→Mo �−2 · ���pqr �! = lim�→Mo�−2 · 2;% � · ��� = lim�→Mo ]−2 · w
x �yz{ � · ��^ =  

 = lim�→Mo i 	�yz{ � · �R�4 � · ���j = lim�→Mo 	�yz{ � · lim�→Mo�R�4 � · ��� =  

 = 	�� · lim�→Mo�R�4 � · ��� = −2 · lim�→Mo |��}�~ � = −2 · 	F�� = −2 · 	FF ⇒ H4I�2. ⇒  

 ⇒ ��′L8=32;:� ⇒ −2 · lim�→Mo
��� ��� �}�~�� = 2 · lim�→Mo ���� � · lim�→Mo w
x��� = 2 · �� · w
x�MM =  

 = 2 · MM ⇒ H4I�2. ⇒ ��′L8=32;:� ⇒ 2 · lim�→Mo �·w
x �·yz{ �� = 2 · lim�→Mo�R�4 2�� =  

 = 2 · R�4 0 = 2 · 0 = 0 ⇒ �' = 0 ⇒ ' = lim�→Mo ] ���^pqr � = 1. 

 s�   lim�→F ]"�	�"� ^� = lim�→F ]1 + 	�"�^� = ]1 + 	�F ^F = 1F ⇒ H4I�2. 4º � ⇒  

 ⇒ lim�→F ]1 + �	"�^� ⇒ lim�→�F ]1 + �	"�^�·�	"��· ��[� =  

 

= lim�→�F t]1 + �	"�^	"�u ��[� = lim�→�F t]1 + �	"�^	"�u	�[ = �	�[ = �√
[ . 

  lim�→F ]"�	�"� ^� = √
�[ 
 . 

 
********** 

  



4º) Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 
       ;� + ) + S = 22� + ;) + ;�S = 1       2� + ) + S = 2�, según 

el valor del parámetro real ;. 
---------- 

 
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

> = �; 1 12 ; ;�2 1 1 �  ) >′ = �; 1 12 ; ;�2 1 1     212�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro ; es el siguiente: 
 |>| = �; 1 12 ; ;�2 1 1 � = ;� + 2 + 2;� − 2; − ;l − 2 = −;l + 3;� − 2; = 0;  

 = −;�;� − 3; + 2� = 0 ⇒ ;� = 0;  ;� − 3; + 2 = 0;   ; = l±√�	a� = l±√�� =  

 = l±�� ⇒ ;� = 1, ;l = 2. 

`;9; �; ≠ 0; ≠ 1; ≠ 2� ⇒ �;4% > = �;4% >� = 3 = 4º 34Oó%. ⇒ g. +. �. 

 

`;9; ; = 0 ⇒ >� = �0 1 12 0 02 1 1    212� ⇒ �;4% >� = �+�, +�, +"� ⇒  

 

⇒ �0 1 22 0 12 1 2� = 4 + 2 − 4 = 2 ≠ 0 ⇒ �;4% >� = 3.  

 

`;9; ; = 1 ⇒ >� = �1 1 12 1 12 1 1    212� ⇒ �;4% >� ⇒ �+�, +�, +"� ⇒   

 

⇒ �1 1 22 1 12 1 2� = 2 + 4 + 2 − 4 − 1 − 4 = −1 ≠ 0 ⇒ �;4% >� = 3.  

 `;9; �; = 0; = 1� ⇒ �;4% > = 2;  �;4% >� = 3 ⇒ g3R2�6; 34O86=;23s:�. 
 

`;9; ; = 2 ⇒ >� = �2 1 12 2 42 1 1    212� ⇒ ��� = �l� ⇒ �;4% >� = 2.   



`;9; ; = 2 ⇒ �;4% > = �;4% >� = 2 < 4º 34Oó%. ⇒ g. +. H. 
 
 Se resuelve en primer lugar para ; ≠ 0, ; ≠ 1 ) ; ≠ 2: 
 
 Resolviendo por la regla de Ruffini: 
 

� = �� � �� q q�� � � �
	q�q	���q	�� = �q����q�	�q	�q�	�	q�q	���q	�� = M	q�q	���q	�� = 0. 

 

) = �q � �� � q�� � � �
	q�q	���q	�� = q�"�"q�	�	�q�	"	q�q	���q	�� = 	�q��"q��q	�	q�q	���q	�� = 	�q	����q�	��	q�q	���q	�� =  

 �q�	�q�q	��. 
S = �q � �� q �� � ��

	q�q	���q	�� = �q��"��	"q	q	"	q�q	���q	�� = �q�	�q��	q�q	���q	�� = �q	����q	��	q�q	���q	�� = 	�q��q�q	��.  
  g8:5O3ó4: � = 0;   ) = �q�	�q�q	�� ;   S = 	�q��q�q	�� , ∀; ∈ � − �0, 1, 2�. 
 

 Resolvemos ahora para ; = 2; el sistema resulta �2� + ) + S = 2     2� + 2) + 4S = 12� + ) + S = 2     , que es 

compatible indeterminado y equivalente a 
    2� + ) + S = 22� + 2) + 4S = 11. Haciendo S = �: 

 2� + ) = 2 − �2� + 2) = 1 − 4�1  −2� − ) = −2 + �2� + 2) = 1 − 4� 1 ⇒ ) = −1 − 3�. 

 

 2� − 1 − 3� = 2 − �;   2� = 3 + 2� ⇒ � = l� + �. 

 g8:5O3ó4: � = l� + �;   ) = −1 − 3�;   S = �, ∀� ∈ �. 

 
********** 

  



5º) Hallar las matrices ' − *, ' ) *, sabiendo que las matrices ' ) *, satisfaces las 
siguientes identidades: 

' + * = �0 0 −10 −1 01 0 1 � , '� − '* + *' − *� = �−2 0 −2−2 −1 00 0 0 �. 

---------- 
 '� − '* + *' − *� = ' · �' − *� + * · �' − *� = �' + *��' − *�. 

 
Multiplicando por la izquierda los dos términos por �' + *�	�: 
 �' + *�	� · �'� − '* + *' − *�� = �' + *�	� · �' + *� · �' − *�;  
 �' + *�	� · �'� − '* + *' − *�� = H · �' − *� ⇒  
 �'� − '* + *' − *�� · �' − *�	� = �' + *� · H ⇒  

 ⇒ ' − * = �' + *�	� · �'� − '* + *' − *��. 
 
Se obtiene la inversa de �' + *� por el método de Gauss-Jordan. 
 �' + *|H� = �0 0 −10 −1 01 0 1 �1 0 00 1 00 0 1� ⇒ ��� ↔ �l�� − �� 1 ⇒ �1 0 10 1 00 0 −1�0 0 10 −1 01 0 0� ⇒    

 

⇒ ��l → −�l� ⇒ �1 0 10 1 00 0 1� 0 0 10 −1 0−1 0 0� ⇒ ��� → �� − �l� ⇒          

 

⇒ �1 0 00 1 00 0 1� 1 0 10 −1 0−1 0 0� ⇒ �' + *�	� = � 1 0 10 −1 0−1 0 0�.  

 

' − * = �' + *�	��'� − '* + *' − *�� = � 1 0 10 −1 0−1 0 0� · �−2 0 −2−2 −1 00 0 0 � ⇒  

⇒ ' − * = �−2 0 −22 1 02 0 2 �. 

 

 ' + * + �' − *� = 2' = �0 0 −10 −1 01 0 1 � + �−2 0 −22 1 02 0 2 � ⇒ 

 

⇒ ' = �� · �−2 0 −32 0 03 0 3 �. 



' + * = �0 0 −10 −1 01 0 1 � ⇒ * = �0 0 −10 −1 01 0 1 � − ' =  

 

= �0 0 −10 −1 01 0 1 � − �� · �−2 0 −32 0 03 0 3 � = �0 0 −10 −1 01 0 1 � − �−1 0 − l�1 0 0l� 0 l�
� =  

 

= � 1 0 1/2−1 −1 0−1/2 0 −1/2� ⇒ * = �� · � 2 0 1−2 −2 0−1 0 −1�. 

 
********** 

  



6º) Dada la matriz ' = � 0 3 41 −4 −5−1 3 4 �. Calcular '	� ) '�M, utilizando necesaria-

mente la siguientes identidad: 'l = −H, donde H es la matriz identidad. 
 

---------- 
 |'| = � 0 3 41 −4 −5−1 3 4 � = 12 + 15 − 16 − 12 = −1.  'p = �0 1 −13 −4 34 −5 4 �. 

 

       'IP. I� 'p =
⎝
⎜⎜⎛

¡−4 3−5 4¡ − ¡3 34 4¡ ¡3 −44 −5¡
− ¡ 1 −1−5 4 ¡ ¡0 −14 4 ¡ − ¡0 14 −5¡

¡ 1 −1−4 3 ¡ − ¡0 −13 3 ¡ ¡0 13 −4¡ ⎠
⎟⎟⎞ = �−1 0 11 4 4−1 −3 −3�. 

 

'	� = ¥¦§.  ¦
 ¥¨|¥| = �	� M �� " "	� 	l 	l�
	�  ⇒  '	� = � 1 0 −1−1 −4 −41 3 3 �. 

 

 '� = ' · ' = � 0 3 41 −4 −5−1 3 4 � · � 0 3 41 −4 −5−1 3 4 � = �−1 0 11 4 4−1 −3 −3�. 

 

 'l = '� · ' = �−1 0 11 4 4−1 −3 −3� · � 0 3 41 −4 −5−1 3 4 � = �−1 0 00 −1 00 0 −1� ⇒ 

  ⇒ 'l = −H. 
 
 '�M = '�a�� = 'k·l · '� = �'l�k · '� = �−H�k · '� = Hk · '� ⇒ 
 

⇒ '�M = '� = �−1 0 11 4 4−1 −3 −3�. 

 
********** 

  



7º) Hallar la ecuación de una recta R, tal que: 
 1� Pasa por el punto `�1, 1, 1�. 
 2� Es paralela al plano c ≡ � + ) − 2S − 3 = 0. 
 

3� Es perpendicular a la recta 9 ≡ �� = 3 + �   ) = 2 − �  S = 1 − 2� . 

 
---------- 

 
 Un vector normal del plano c ≡ � + ) − 2S − 3 = 0 es 4©⃗ = �1, 1, −2�. 
 
 Un vector director de 9 es <«©©©⃗ = �1, −1, −2�. 
 
 El vector director de la recta R pedida es perpendicular, simultáneamente, a los 
vectores <«©©©⃗  y 4©⃗ , o sea: es linealmente dependiente del producto vectorial <«©©©⃗ × 4©⃗ . 
 

         <«©©©⃗ × 4©⃗ = �3 P A1 −1 −21 1 −2� = 23 − 2P + A + A + 23 + 2P = 43 + 2A = �4, 0, 2� ⇒ 

 ⇒ <w©©©⃗ = �2, 0, 1�. R ≡ �	�� = ­	�M = ®	�� . 

 
********** 

  



8º) Calcular el valor del parámetro real ; para que las rectas 9 ≡ �4� + S = ;� + ) = 2  y R ≡�� + ) + S = 0� + 2S = 2;  se corten y calcular este punto. 

---------- 
 

 Las rectas 9 ) R determinan el sistema 

     4� + S = ;       � + ) = 2� + ) + S = 0   � + 2S = 2;¯.  

 
Para que las rectas 9 ) R se corten en un punto es condición necesaria que el 

sistema que forman sea compatible determinado, que, según el teorema de Rouché-
Fröbenius, los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que tener el 
mismo rango, que ha de ser igual al número de incógnitas, que es tres, por lo cual, el 
determinante de la matriz ampliada tiene que ser cero: 

 

°4111    0 1 ;1 0 210 12 02;° = 0 ⇒ ��l → �l − ��� ⇒ °4101    0 1 ;1 0 200 12 −22;° = 0; 
 

�4 1 ;0 1 −21 2 2;� = 0;   8; − 2 − ; + 16 = 0;   7; = −14 ⇒ ; = −2. 

 

 Para determinar el punto de corta consideramos el sistema 
  4� + S = −2       � + ) = 2� + ) + S = 0� ⇒ 

⇒ S = −2 − 4�     ) = 2 − �1 ⇒ � + �2 − �� + �−2 − 4�� = 0;   � + 2 − � − 2 − 4� = 0;  
 −4� = 0;   � = 0;   ) = 2;   S = −2 ⇒  `�0, 2, −2�. 
 

********** 
  



9º) El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una distribu-
ción normal de media 20 minutos. Se ha comprobado que el 84,1 % de los días llega 
antes de 22 minutos. Si durante el año acude a su lugar de trabajo 290 días, ¿cuántos 
días puede estimar que tardará menos de 18 minutos en llegar? 
 

---------- 
 �;28R:  ± = 20;   `�Q < 22� = 0,8410. 

 Q → ²�±;  ³� = ²�20, ³�.  Tipificando la variable: ́ = µ	�M¶ . 

 
 Se trata de determinar ³ tal que: 
 

 ` = `�Q < 22� = 0,8410 ⇒ ` ]´ < ��	�M¶ ^ = ` ]´ < �¶^ = 0,8410. 

 
Mirando de forma inversa en la tabla ²�0,1� a 0,8410 le corresponde, aproxi-

madamente, el valor 1: 
�¶ = 1 ⇒ ³ = 2. 

 ` = `�Q < 18� = ` ]´ < �a	�M� ^ = ` ]´ < − ��^ = `�´ < −1� =  

 = 1 − `�´ < 1� = 1 − 0,8413 = 0,1587. 
 4 = ` · ² = 0,1587 · 290 = 46,023.  

 g� �R236; ·5� 2;9I;9á 6�48R I� 18 634528R �4 ::�%;9 ;: 29;s;P8 46 Ií;R. 

 
********** 

  



10º) Sofía va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0,5; 0,2 y 0,3. El 60 % 
de las veces que va al cine se encuentra con amigos y se va de cena con los amigos. Lo 
mismo le ocurre el 10 % de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de 
concierto. 
 ;� ¿Qué probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos? 
 s� Si vuelve a casa después del espectáculo, ¿qué probabilidad hay de que haya ido al 
cine? 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ;�  
 ` = `�'� = `�¹� ∩ '� + `�+3 ∩ '� + `�+8 ∩ '� = 
 = `�¹�� · `�'/¹�� + `�+3� · `�'/+3� + `�+8� · `�'/+8� =  
 = 0,5 · 0,1 + 0,2 · 0,6 + 0,3 · 0,9 = 0,05 + 0,12 + 0,27 = 0,44. 
 s�  ` = `Y+3/'\ = »Y¼½∩¥\»Y¥\ = »�¼½�·»Y¥/¼½\�	»�¥� = M,�·M,"�	M,"" = M,MaM,�k = 0,1429. 

 
********** 

 

→ = = 0,5 · 0,1 = 0,05 
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→ = = 0,5 · 0,9 = 0,45 

→ = = 0,2 · 0,6 = 0,12 

→ = = 0,2 · 0,4 = 0,08 

→ = = 0,3 · 0,9 = 0,27 

→ = = 0,3 · 0,1 = 0,03 


