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EXTRAORDINARIA — 2021
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno contestard a SOLO CINTO ejercicios deedios planteados. En caso con-
trario, el corrector corregira los cinco que hagatestado primero. Es necesario justi-
ficar las respuestas. Se permite el uso de calatdadtientificas siempre que no sean
programables ni graficas ni calculen integralesal@iin alumno es sorprendido con
una calculadora no autorizada, podra ser expuldadexamen; en todo caso, se le
retirara la calculadora sin que tenga derecho degpeporcionen otra.

2
1°) Sea la funcioifi(x) = Z—xe‘x' Determinar el dominio, extremos relativos y laga

totas verticales, horizontales y oblicuas cuandstax.

El dominio de una funcién racional es el conjutedos numeros reales, excepto
los valores reales deque anulan el denominador.

2—e X =0; 2=e—x=eix; ex:§:>x=L%=L1—L2=—L2.

D(f) = R — {—L2}.

Para que una funcion tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en esa punt

x? x? x? x2%.e*
2-e™* 2—— 2771 2eX-1
e ex
(2x-e*+x2-eX)(2e*-1)—(x%-e¥)-2e*  e*.[(x%+2x)(2e*—1)—-2x2-e¥]
F1e0 = - -
(2e¥-1)2 (2e¥-1)2
_e*(2x?e*—x?+4x-e¥-2x-2x%-e¥)  e*-(-x%+4x-e¥-2x)  —x-e*-(x—4-e¥+2)
(2e*¥-1)2 (2eX¥-1)2 (2eX¥—1)2

—-x-e*-(x—4-e*+2)

Ger—1)? =0; —x-e*-(x—4-e*+2)=0; x; =0;

fflx)=0=
x—4-e*+2=0; x+2=4-e*. Las soluciones de esta ecuacion son los puntos
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de corte de las funcionggx) = x + 2y h(x) = 4 - e*. Se hace un esquema, aproxi-
mado, de las graficas de las funciones.

La funcibn g(x) =x+2 es una recta que pasa por los puntos

A(=2,0) v B(0,2). v /

La funcién h(x) = 4 -e* es una funcion
exponencial, creciente, que corta el eje de ordena-
das en el punt6 (0, 4); tiene como asintota hori-
zontal al eje de abscisas en su parte negativa-y co
tiene los puntos siguientes:

o

Q|

h(—=1) =4-e71 =2=147 = C(-1; 1,47).

h(-2)=4-e?=%=0545D(-2054.

Como se puede observar en la figura adjunta,uasidnesg(x) =x+ 2y
h(x) = 4 - e* no tienen puntos en comun, lo que supone(gue 4 -e* + 2) <0,
para cualquier valor real de y como consecuencia, la Unica raiz real de lavalta
esx = 0.

x<0=>f'(x)<0

Parax >0=f'(x)>0

} = f(x) tiene un minimo relativa para x = 0.

= 0 = Minimo relativo: 0(0,0).

f(0) ==

Asintotas horizontales: son de la forgn& k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

x? . (—0)? _»® »  ®
k = hm f(x) —xl_l)r_n o T w Ty aw — 5 a = o = Indet.=
= {L'Hopital} = lim eszx = — = Indet.= {L'Hopital} = 11m ez - = 0.
X——00
x2 00?2 [ee) [e)
o= x1—1>£-11mf(x) xl—l>l:|-rl002 e* 2eo 290 2

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal en su parte negativa.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpue hacen que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores quellam el denominador.

Larectax = —L2 es asintota vertical.




No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibdeslas horizontales.

kkkkkkkkkk



2°) Sea la funciorf (x) = cos x. Halla el area de la superficie encerrada poedsar
tangente a la grafica deen el puntox = —%, la grafica def y las rectas = —% y

T
X =
2

Parax = —~ esf(-%) = cos (— %) = */2—5 = Punto de tangenciﬂ:(

2

_z,ﬁ)

La pendiente de la tangente de la grafica de wmadn en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

fl(x)=—senx=>m=f' (—%) = —sen (—%) =>m =\/7E-

La expresion de una recta conocido un punto gtalignte viene dada por la
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al pun#®(0,1) conm = —4 es:

y—g:\/z—i(x+%)=\/2—§x+%ﬁ; 8y — 4V2 = 4\2x + nV/2;

8y = 4V2x + V2 + 42 =>tEy=g-(4x+n+4).

Para la representacion de la recta tenemos ertacekpunto de tangencia y
haciendor = 0 = y = g (T +4) = 1,26 = Q(0; 1,26).

f(x) = cosx

La representacion grafica de la situacion, apraexian se expresa en la figura
adjunta.

En la figura se observa que en el intervalo drufzerficie a calcula(—%,g),

las ordenadas de la recta tangente son mayordagjoerrespondientes ordenadas de
la funcidnf (x) = cos x, por lo cual la superficie pedida es la siguiente:

S = f_EEt(x)-dx—f_EEcosx-dx = EE\/;. (4x+m+4) dx — [senx]z_z =
4 4 4

4



s

5 ud
——-[4i+n-x+4x]2 —[senz—sen (—E)]:
8 L2 -z 2 4

- ? o on™ _
[x - Qx+m+4)]*x sen2+sen( 4)

4

V2 n2 (n V2 _m mE gtm_ V2 _
—'(2ﬂ+4)+¥'(5+4)—1—7—7 (T[+2)+32 > 1 —

n_2.(4n_+8+8+_7t)_1_£:n\/§.8n+16+8+n_1_£:
2 32 2 2

N2 9r +24) —1 —‘/2—55 3,629 — 1,707 = S = 1,922 u?
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tag x CINX
39) Calcular los siguientes limitesy lim (i) . b) lim (4x 1) .

x-07t 2 X—00 4x

lim (i)tagx = (%)0 = 00 = Indet.= A = lim (i)tagx =

x—0+ \x?

x—0+ \x?2 x—07t

1\tag x ta X
= LA=L|lim (—) = lim [L ] = lir(§1+[(L1 — Lx?)tagx] =
X—

= lim [(=2- Lx)***] = lim (=2 -tag x - Lx) = lim (—Z-Senx-Lx) =

x-0%t x—07t x-0%t CoS X
= lim [ ] lim llm (senx-Lx) =
x—0t x—0t Cosx x—0
-2 . Lx —00 —oo
=—- lim (senx - Lx) = —2 - lim =—-2-—4—=—-2-—=Indet.>
1 x-o0t x-07* = ©
senx 0
: 2 1 20
. ™ sen-x sen
= {L'Hopital} = —2 - lim =7 = 2+ lim =2-=-
x—0t x—)0+ coxx x-0t X 1 0

sen?x

=2 % = Indet.= {L'Hopital} = 2 - m Z2ERXCOSY _ 5 lir51+(sen 2x) =
X—

x—>0

1\tag x
—2.5en0=2-0=0=>LA=0=A= lim (—) =1

x—0+ \x?2

b)

lim (4x_1)x = lim (1 + ;—;)x = (1 + %)oo = 1% = Indet.n%e =

X—00 4x X—00

= lim (1 +_)x = lim (1 _I_L)x'(—z;x)——%x

X—00 4x x—+00 —4x

X 1

— lim [(1 + %)_”]T” = lim [(1+ }M)_M]_Z P

X—+00 X—+00

lim

X—00

(4x—1)x _ Ve

4x e
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ax+y+z=2
4°) Discutir y resolver el sistema de ecuaciomesalies2x + ay + a?z = 1 ;, segun
2x+y+z=2
el valor del parametro real

Las matrices de coeficientes y ampliada son lagesiges:

a 1 1 a 1 1 2
M = <2 a a2> yM' = <2 a a? 1).
2 1 1 2 1 1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

a 1 1
IM|=12 a a?|=a*+2+2a*—-2a—a®—-2=—-a®+3a?—-2a=0;
2 1 1
=—a(@a®*—-3a+2)=0>a,=0; a?—3a+2=0; a=3i29_8=3iﬁ=

3+1
=T$a2=1,a3=2.

a+0
Para {a * 1} = Rang M = Rang M' = 3 = n2%inc6g.= S.C.D.

a2
0 1 1 2
Paraa=0=>M’=<2 0 0 1>=>RangM’={C1,C2,C4}=>
2 1 1 2
0 1 2
=2 0 1|=44+2—-4=2+0= RangM' = 3.
2 1 2
1 1 1 2
Paraa=1=>M’=<2 1 1 1>=>RangM’=>{Cl,CZ,C4}=>
2 1 1 2
1 1 2
=12 1 1|=24+4+2—-4—-1-4=-1+#0= RangM' = 3.
2 1 2

Para {Z f (1)} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 1 1 2
Paraa=2=>M’=<2 2 4 1>=>{F1=F3}:RangM’=2.
2 1 1 2



Paraa =2 = RangM = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.1.

Se resuelve en primer lugar par& 0,a # 1y a # 2:

Resolviendo por la regla de Ruffini:

2 1 1
1 a a?
y =2 1 _ 2a+1+2a*-2a-2a%-1 _ 0 .
" —a(a-1D(a-2) = -a(a-1D(a-2)  -ala-1)(a-2)
a 2 1
2 1 a?
|2 2 1| _ a+4+4a?-2-2a3-4 _ -2a%+4a’+a-2 _ —(a-2)(2a*-1) _
Y= —a(a-1(a-2)  -a(a-1(a-2)  -a(a-1)(a-2) -a(a-1)(a-2)
2a%-1
al(a-1)
a 1 2
2 a 1
2 1 2l 2a%+4+2-4a-a-4 _  2a*°-5a+2 _ (a-2)(2a-1) _ -2a+1
zZ= —a(a-D(a-2)  -a(a-1)(a-2)  -a(a-D(a-2) -ala-1)(a-2) a(a-1)
o 2a*-1  —2a+1 .
Solucion: x = 0; y = aa’ zZ = a(a_l),‘v’a €R—{0,1,2}.
2x+y+z=>2
Resolvemos ahora pama= 2; el sistema result%Zx +2y+4z=1, que es
2x+y+z=2
2x+y+z=>2

compatible indeterminado y equivalentg } Haciendaz = A:

P+2y+4z=1

2x+y=2-21 } —2x—y=-2+21

2x +2y =1—42 2x+2y=1—4/1}=>y=_1_3/1'

2x—1—-31=2—A; 2x=3+2/1=>x=§+1.

Solucién:x=§+/1; y=—-1—-3A z=1, VAER.
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59) Hallar las matriced — B, A y B, sabiendo que las matricdsy B, satisfaces las
siguientes identidades:

0 0 -1 -2 0 -2
A+B=<O -1 0>,A2—AB+BA—BZ=<—2 -1 0).
1 0 1 0 0 0

A2 —AB+BA-B>=A-(A-B)+B-(A—B)=(A+B)(4 - B).
Multiplicando por la izquierda los dos términos par+ B) 1
(A+B)1-(A2—AB+BA—-B?) =(A+B)'-(4+B)-(4-B);
(A+B)1'-(A*-—AB+BA—-B?»)=1-(A—B)>
(A2—AB+BA—-B*)-(A-B)'=(A+B) 1>

=>A—B=(A+B)! (4% — AB + BA — B?).

Se obtiene la inversa dd + B) por el método de Gauss-Jordan.

0 0 —-1|1 0 0 FooF 1 0 110 0 1
(A+BII)=<O -1 00 1 o):{l;_lf}:(o 1 0o -1 o>:>
1 0 110 0 1 2 72 0 0 —1l1 o0 o
1 0 110 o0 1
0 0 1I-1 0 0
1 0 0/]1 O 1 1 0 1
:(0 1 0/l0 -1 O>=>(A+B)‘1=<0 —1 0).
0 0 1l-1 0 o -1 0 0

1 0 1 -2 0 -2
A—B:(A+B)_1(A2—AB+BA—B2)=<0 -1 0)-(—2 -1 O>=>

-1 0 O 0 0 0
-2 0 -2
:oA—B=<2 1 O).

2 0 2

o 0 -1 —2 0 -2
A+B+(A—B)=2A=<O 1 o)+<2 1 o):

1 0 1
. -2 0 -3
:A=E-<2 0 0).
3 0 3




0
0
1

A+B=<
0 0 -1

0 —1 o)—
1 0 1

1 0

-1 -1

0
-1
0

N

(

1/2 2
0 ):B=&-<ﬂ
—1

0
0
1

-1
0>=>B=<
1

-2 0 -3

2 0 0>=

3 0 3

(

0
-1
0

0
0
1

0

—2

0

0

-1
0
1

-1

0

)-s-
2)-

1
0 )
—1
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0 3 4
6°) Dada la matrizi = < 1 -4 —5). CalcularA™! y A%°, utilizando necesaria-

-1 3 4
mente la siguientes identidatf = —1, dondel es la matriz identidad.

0 3 4 0 1 -1
Al=|1 -4 —s|=12+15-16-12=—1. Af=<3 _4 3).
1 3 4 4 -5 4
_4 3 3 3
/ |—5 4 _|4 4 |\ 1
e R I —|4 (5 )
\ 1 -1 0 —1| |0 / -1 -3 -3
|—4 3| _|3 3| |3 —4|
-1 0 1
s 4 :g,)ﬂ_l:<_11 o ;;)_
41 - 1 3 3

0 3 4 0 3 4 -1 0 1
A2=A-A=<1 —4 —5>-<1 —4 —5)=<1 4 4).
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2-A=<1 4 4)-(1 —4 —5>=<0 -1 0)2
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1

= A3 = —I.
AZO :A18+2 :A6'3 'A2 — (A3)6'A2 — (—1)6'142 =I6'A2 =

-1 0 1
=>A2°=A2=<1 4 4).

-1 -3 -3
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7°) Hallar la ecuacién de una restdal que:
1) Pasa por el punt®(1, 1, 1).

2) Es paralelaal plamo=x+y —2z—-3 = 0.

x=3+1
3) Es perpendicular alareatae {y =2 -1 .
z=1-2A1

Un vector normal del plano=x +y —2z—-3 =0esn = (1,1,-2).
Un vector director de esv, = (1,—1,—2).

El vector director de la reckapedida es perpendicular, simultaneamente, a los
vectoresy, y 11, 0 sea: es linealmente dependiente del productonal v, X 7.

ik
wxn=[1 -1 —2|=2i—2j+k+k+2i+2j=4i+2k=(402)>
1 1 =2
=> v, =(2,0,1).
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. 4x+z=a
8°) Calcular el valor del parametro reapara que las rectas= {x +y=2 ys =
{x ty+z=0 se corten y calcular este punto.
X+ 2z=2a
4x+z=a
Las rectag y s determinan el sistema Xty =2 :

x+y+z=0
x+2z=2a

Para que las rectasy s se corten en un punto es condicion necesaria lque e
sistema que forman sea compatible determinado,sgggin el teorema de Rouché-
Frobenius, los rangos de las matrices de coefeseptampliada tienen que tener el
mismo rango, que ha de ser igual al nUmero de mtasy que es tres, por lo cual, el
determinante de la matriz ampliada tiene que ger ce

4 0 1 a 4 0 1 a
11 0 2|_ _ 11 0 2(_4,.
111 o|702WB2E-Ri= o 1 5H=0
1 0 2 2a 1 0 2 2a
4 1 a
0 1 -2(=0,8a—2—-a+16=0; 7a=—-14>a=—2.
1 2 2a
dx+z=-2
Para determinar el punto de corta consideramgisteima x+y=2;=
x+y+z=0
=-2-4
Zyzz_;c}=>x+(2—x)+(—2—4x)=0;x+2—x—2—4x=0;

—4x=0; x=0; y=2; z=-2 = P(0,2,-2).
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99) El tiempo que una persona tarda en llegarlagar de trabajo sigue una distribu-
cion normal de media 20 minutos. Se ha comprobaécet|84,1 % de los dias llega
antes de 22 minutos. Si durante el afio acude @gsw tle trabajo 290 dias, ¢ cuantos
dias puede estimar que tardara menos de 18 mienttsgar?

Datos: u = 20; P(X < 22) = 0,8410.

X = N(u; 0) = N(20,0). Tipificando la variableZ = ===,

Se trata de determinartal que:

22-20

P=P(X <22)=0,8410 = P (z < ) —p (Z < %) = 0,8410.

o

Mirando de forma inversa en la tatN€0,1) a 0,8410 le corresponde, aproxi-
madamente, el valor :(.;7§:= 1=>0=2.

18-20
2

P=P(X<18)=P(Z< )=P(Z<—§)=P(z<—1)=
—1-P(Z<1)=1-0,8413 = 0,1587.
n=P-N=0,1587 - 290 = 46,023.

Se estima que tardara menos de 18 minutos en llegar al trabajo 46 dias.
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10°) Sofia va al teatro, cine o de concierto cababilidades 0,5; 0,2 y 0,3. EI 60 %
de las veces que va al cine se encuentra con agngpsga de cena con los amigos. Lo
mismo le ocurre el 10 % de las veces que va alotgael 90 % de las que va de
concierto.

a) ¢, Qué probabilidad hay de que se vaya de cenas@mnligos?

b) Si vuelve a casa después del espectaculo, ¢ goghirdad hay de que haya ido al
cine?

%5 p=05-09 =045

ya p=02-06=0,12
~ 0.€
Ci g 0,4

\A\A—> p=02-04=0,08

-»p=03-09=0,27

4 »->p=03-01=0,03

a)
P=PA) =P(TenA)+P(CinA)+P(ConA) =

= P(Te) - P(A/Te) + P(Ci) - P(A4/Ci) + P(Co) - P(A4/Co) =

=05-01+02-06+03-09=0,05+0,12+ 0,27 = 0,44.

b)
P(cinA) _ P(Ci)-P(A/Ci) _ 02:04 _ 0,08

P =P(Ci/A) = =

P(4) 1-P(4) 1-044 0,56

= 0,1429.
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