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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno contestard a SOLO CINTO ejercicios deedios planteados. En caso con-
trario, el corrector corregira los cinco que hagatestado primero. Es necesario justi-
ficar las respuestas. Se permite el uso de calatdadtientificas siempre que no sean
programables ni graficas ni calculen integralesal@iin alumno es sorprendido con
una calculadora no autorizada, podra ser expuldadexamen; en todo caso, se le
retirara la calculadora sin que tenga derecho degpeporcionen otra.

1°) Sea la funciorf(x) = x - el/** Determinar el dominio, las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas cuando existan.

La funcion esta definida para cualquier valor teat, excepto para = 0, por
lo cual:D(f) = R — {0}.

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

lim (x . el/x3) =—00-e 9= —oc0.

X—>—00

. 3
lim (x-e'/*") = 400 - e = oo.
x—+00

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpue hacen que la funcién tienda
a infinito o menos infinito.

1 1
lim f(x) = lim (x - ex_3) =0-e0= 0" = Indeterminado =

x—0% x—-0%
kY 3x2 3 L
. ex3 oo ' . . _xie'eXB . x—4-ex3
= lim —— = — = Ind.= {L'Hopital} = lim — = lim *¥—=
x—0% = oo x-0* - x-0*
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= 11m—2:3-—=§:+oo
x—-0t X 0 0
L -1 0
lim f(x) = lim (x-ex3)=—0-e 0o=—0-e7°=—-—=—=0.
x—0~ x—>0" 0

Larectax = 0 (EjeY) es asintota vertical en su parte positiva .

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo

. X .
m = lim &yn = lim [f(x) — mx].
xX—>+4+oc0 X X—+ 00
1 L
) x ) x-ex3 ) L 1
m = lim &zhm = lim ex¥® = ex =¢% = 1.
X—+oco0 X xX—>+o0o X X—+00

nzii_)rglo[f(x)—mx]=;i_r>£10(x-exi3—1-x)= lim [x-(ex%—l)]=

X—00

1
=oo-(e5—1)=00-(e°—1)=oo-(1—1):oo-0=>1ndet.=>

1 1
. ex3-1 eo-1 e°-1 1-1 0 .
= lim —4/—=—5—-= = = - = Indet.= {L'Hopital} =
x—o0 X L 0 0 0
X o0}
3 ;% g = 0
. A&e . ex ex  3-e 3-1
= lim*—=3-lim—=3-—=—=—=0
xX—o  — X—o00 X o o o

Larectay = x es asintota oblicua.
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x+1, x<0

e*, x>0 -
Halla la expresién de las funcionéy las ecuaciones de las rectas tangentes a la gra-
fica def en el puntoc = 0.

2°) Segf una funcion continua cuya derivada es la siguigiite) = {

fQ) =[O+ D) dx=S+x+C si x<0_

f(x)=ff’(x)-dx=>{ '
f)=[e*-dx=e*+C, si x=0

x2
=>f(x)z{7+x+c:1, x<0
€x+Cz, x>0

Como quiere qué¢(x) es continua, para= 0 sus limites laterales tienen que
ser iguales:

. (2 B
lim 700 =i (T 42+ 6:) =G,

lim f(x) =lim(e*+C,) =e*+C, =1+ C, = f(0)
x—07t x—0

. . x?
lim fG) =lim (S +x+C) =6,

= C& =1 +‘Cé =
lir(r)1+f(x) = lirr&(ex +C)=e"+C,=1+C, = f(0)
x— x—

= Cé =:C& _'1.

2

x2

—+x+C, x<0
f(x)={ ’ :

e*—14+C, x>0

La pendiente de la recta tangente a una funciameuunto es el valor de la
primera derivada de la funcién en ese punto.

m=f'(0)=0+1=¢e%=1.
El punto de tangencia es el siguierftéd) = C = P(0,C).
y—yo=m(x—x) 2y—C=1-(x—0).

Recta tangente:t =x —y + C = 0.
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39) Calcular el area del recinto limitado por ladidn f (x) = )2, el eje OX vy las
rectascx =0yx = 5.
En el intervald0, 5) todas las ordenadas de la funcfd@w) = son posi-

2)2
tivas, por lo cual, el area a calcular es la sigpeie

5 5 x+3 Xt2=t x=5-t=7
S=Lf@}dx=k@”ydx:xtﬁ=2:1x=0ﬁt=4$
X =

7

e )= ) = [ -

t -2+1

[LHTJ}[Lt—%JZ=(L7—%>—<Lz—;)=w—;—w+;=
14-L3,5-2+7 14-L3,5+5.

14 - 14

=Ll-24+2=135-241=
2 7 2 7 2

s=:i-GA-L&5+5)uzz1ﬁ1u%
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x+y+az=1
4°) Discutir y resolver el sistema de ecuacionasalies: 2x + ay = —1;, segun el
ax+y+z=1
valor del pardmetro real Determinar la inversa de la matriz asociadaséésia para
a=0.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 1 a 1 1 a 1
M=<2 a 0>yM’=<2 a 0 —1).
a 1 1 a 1 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

1 0 -3 2
1 1 a 1 1 1 -2
IM|=12 a 0Ol=a+2a—a%>-2=0; 1 1 = _O_l
a 1 1 1 1 2 ‘
e
3 = —2 —2
a 3a+2=0. T il

Resolviendo por la reglas de Ruffini;, = a, = 1,a; = —2.

a#1 _ P
Para {ai _2}:>RangM—RangM =3 =n%incog.= S.C.D.
1 1 1 1
Paraa=1>M'=(2 1 0 —-1|={F, =F;}=RangM' = 2.
1 1 1 1

Paraa=1= RangM = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

1 1 -2 1
Paraa=—2=>M’=<2 -2 0 —1>=>RangM’=>{C1,C2,C4}=>

-2 1 1 1
1 1 1
=>(2 -2 -1|=-242+42-441-2=-3+0=RangM’' =3.
-2 1 1
Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 1 0 1 1 0
Paraa = 0 esM = (2 0 0). M| =12 0 0]=-2.
0O 1 1 0O 1 1




2

0 0 1
o oy
S Lo
adj.dem = | =[0I |04 -
z o Lo
0 1 1 1
0o -1 0

1 2 0
101).

M-l = Adj. de M* _ (

-2 1 0

|M]|

0
0

0 -1 0
d-(2 1 o)
5 2 -1 -2

0

) 0 1 0
2 -1 -2 =>M—1=1-<2 -1 0).
2

-2 1 2
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59 Hallar A y B, matrices soluciones del sistenaaaeatuaciones{iijl_sgl;:_%,

2 -4 2 4
donde C y D son las matricés= < 7 4 >,D = ( 3 0). Determinar la matriz

-1 2 -1 2
inversa deCt - D, dondeCt es la matriz traspuesta @e

3A—SB=C} 94 — 15B = 3C
—A+3B=D) -5A+15B =5D

2 —4 2 4 6 —12 10 20

3-<7 4>+5-<3 0)]%[(21 12>+<15 0)

1 2 1 2 3 6 5 10
(16 8 4 2
=Z-<36 12>=>A=<9 3).
—8 16 2 4

3A—5B=C} 3A—-5B=C
—A+3B=D) -34A+9B =3D

}=>4A=3C+SD=>A=§(3C+SD).

A=2
4

}:4B=c+3D=>B=§(C+3D).

(1))

B=-

L 2 —4 2 4 L
4(7 4>+3-<3 0) =3
-1 2 -1 2
. 8 8 2 2
=Z-<16 4>:B=<4 1).
—4 8 -1 2

2 4
Ct'Dz(—Zz} 471 _21)<_31 g>=(226 —612)' (Ct'D)t:(266 —212)'

ICt-D| = |226 _612| —12. |113 _12| —12- (=26 —1) = —324.
. t_ t _12 _6
Adj.de (C* - D) —(_2 26)'
12 -6
. _1_Adj.de(Ct-D)t_(_2 26) t my-1_ 1 (6 3
(C*-D)~" = |ct-D| T -324 = (C*-D) T 162 (1 —13)'
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X Yy z
6°) Sabiendo qued| = 1, donded = (a b c>, calcular el determinante de la ma-

1 1 1
X y z
trizB=| x+1 y+1 z+1 |. Calcular4 - B! - At|?.
2x+a) 20+b) 2(z+c)
X y Z X y z
IBl=| x+1 y+1 z+1 |=2.[x+1 y+1 z+1|=
2x+a) 20+b) 2(z+c) x+a y+b z+c
Xy z X y z X y z
=21y zZ|+2-|11 1 1|=2:-0—-2:la b c|=-2-]A|l=-2-1=>
X y z a b c 1 1 1
= |B| = -2

En la realizacion del ejercicio se han utilizad®dayuientes propiedades de los
determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de umndietente se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma d¥etErsninantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respecéatansiendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paraigledes o proporcionales su valor es
cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un deterr@rsanvalor cambia de signo.

423.- Si todos los elementos de una linea de ummndiei@nte se multiplican o dividen
por un namero su valor queda multiplicado o divedbr dicho namero.

Para determinge - B~ - AY| se tiene en cuenta q{& 1| = é y que el deter-
minante de una matriz es igual que el determind@® traspuestid’| = |A|, con lo
que la expresiom - B~1 - At| quedaria de la formlé;—A|. Teniendo en cuenta que el

producto de una matriz por un nimero es el prodigtoimero por todos y cada uno
de los elementos de la matriz y que, si se mutplin linea de una matriz por un
namero el valor de su determinante queda multigdigaor dicho nimero y, también,
que la matriz A tiene de dimensidrx 3, resulta que4 - A| = 43 - |A|.

De lo anterior se deduce que:



oo = () = (52 - (22 -

|B| —2

14- B Af|2 = 1.024.
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7°) Hallar la ecuacién de una restdal que:
1) Pasa por el punt®(0, 1, 1).
2) Esta contenida en el planc= x + y + 3z -4 = 0.

x=z+3

3) Es perpendicular a la reatas {y Y

., x=z+3 : Lo
La expresion de = {y 44 dada por unas ecuaciones parametricas es la
=3+
I _(x=z+3 _ X
SIgUIente.‘r”:{y=_2+4=>z—/1=>r:{y—j1}—/1.
7 =

Un vector director de la rectaesv, = (1,—1,1) y un vector normal del plano
mesn = (1,1,3).

El vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente del
vector perpendicular a los vectoigs= (1,—1,1) y7n = (1,1, 3), que es su producto
vectorial:

i j k
AR =[1 -1 1|=-3i4+j+k+k—i—3j=—4i—2j+2k=
1 1 3

=(-4,-2,2)=>v,=(2,1,-1).

Teniendo en cuanta qiec m por satisfacer su ecuacion, como se comprueba a
continuacion:

n=x+y+3z—4=0

13(0,1,1)}=> 0+1+3—4=0= Comprobado que P € m.

Teniendo en cuanta lo anterior, la expresion dada, por ejemplo, por unas
ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x=2u
sz{y=1+u.

z=1—u
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8°) Hallar las ecuaciones de la rectque pasa por el punf(2,—1,1) y corta per-
pendicularmente a la rectas "2;2 = yT_l = z.

Un vector director de esv, = (2,2, 1).

El haz de planos?, perpendiculares a la rectatiene la siguiente expresion
generalf =2x+2y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del ha, el planor que contiene al punt®(2,—1,1)
es el que satisface su ecuacion:

f=2x+2y+z+D=0

P(2,—1,1)}=>2'2+2'(_1)+1+D:0;

4—-2+1+D=0;, 3+D=0; D=-3=>n=2x+2y+z—3=0.

x=2+2A
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas ES{y =1+ 2A.
z=A

El puntoQ de interseccidon de la recta y el planes la solucion del sistema que
forman:

n=2x+2y+z—3=0

x=2+2A A
rE{y=1+2/1 =2-2+20)+2(1+20)+1—3 =0;
z=A

4+42+2+42+1-3=0; 94+3 =0;

30+1=0; 1=—=.

(x=2—3=

3

2
Q=>{y=1—g=

w
=03

Wik Wl

Los puntog) G% —%) y P(2,—1,1) determinan el vector:

QP =0F-00 =|2-1D-(33.-3)|=(¢-33)

3’3’ 3 3 3’3

Un vector de la recta pedidg,es cualquiera que sea linealmente dependiente



2
_I

del vectorQP = (3

—f,f), por ejemplov, = (1,-2,2).
3°3
La expresion de dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paranmgiggsda
siguiente:
x=2+u
s={y=-1-2pu.
z=1+2u
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99 La duracion de un cierto modelo de maquinaiea@ondicionado sigue una dis-
tribucién normal, con media 20 afios y desviacificai 5 afios. El fabricante garantiza
el buen funcionamiento de la maquina por un perael@5 afos.

a) ¢ Qué porcentaje de maquinas se espera que noaculagarantia?

b) ¢ Qué proporcion de maquinas tienen una duracibpr@ndida entre 15y 21 afios?

Datos: u = 20; o =>5.

X-20

X > N(u,0) =N(20,5). Tipificando la variableZ =

a)
P=P(X<25)=P(Z<

25-20
5

)=P(z<3) =Pz <1)=08413=
= 84,13 %.

b)

15-20 21-20 -5 1
P=P(15SXS21)=P( Lzt )=P(?§Z§E):
=P(-1<Z<02)=P(Z<02)-P(Z<-1)=P(Z<02)—1+P(Z<1)=

=0,5792-1+0,8413 = 1,4205 -1 = 0,4205.
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10° Una bolsa M contiene 4 bolas negras y 2 biar@aa bolsa N contiene 2 bolas
negras y 6 blancas. Se elige una de las bolsasy @e extrae una bola.

a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca

b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la prixbath de que sea de la bolsa M.

Bolsa M

a)
P=PB)=PMnNnB)+P(NNB)=P(M)-P(B/M)+ P(N)-P(B/N) =
12,186 1, 3_29_13_ 5417
26 28 6 8 24 24 777"
b
) P(M)-P(B/M) .2 2 Y
— — ) _ 2 6 _ 6 _ _ 6  __ —
P =PpP(M/B) = POM)-P(B/M)+P(N)-P(B/N) ~ 2.241.8 7 L3 7 415 ™ .43

— 2 -03077.
13
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