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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

Elija una de las dos opciones A o B, y contedesauatro cuestiones que compo-
nen la opcién elegida. Si mezcla preguntas dedasodciones el tribunal podra anular su
examen. En el desarrollo de cada problema, dstaielique los procedimientos emplea-
dos para solucionarlo. Este hecho forma parte dalificacion.

OPCION A
1°) Halla una funcién polinbmica de tercer gradagtee tenga un extremo relativo en el

punto A(1, 1) y un punto de inflexion en B(0, 3ESs¢A el Unico extremo de la funcién?
Determina los maximos y minimos relativos de f.

Sea la funcionf (x) = ax® + bx® + cx+d.

Por pasar por el punto A(1, 1) a+b+c+d=1 (1)

Por tener un extremo relativo en el punto A(lsé ha de cumplir que:

f'(x)=3ax* +2bx+c = f'(1)=0- 3a+2b+c=0 (2

Por pasar por el punto B(3,8) 27a+9%+3c+d=0 (3

Por tener un punto de inflexién en B(0, 3) se dempie:

f'(x)=6ax+20 = f"(0)=0- 2b=0;; b=0

Teniendo en cuenta que b = 0, el sistema reseltn{l), (2) y (3) es:

a+c+d=1
a-3a+d=1 -2a+d=1 2a-d=-1

3a+c=0 =c=-3a > = 20a=-1
27a-9a+d=0| 18a+d=0| 18a+d=0

27a+3c+d =0
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f(x):—ix3‘+ix+3
20 20 10
Los maximos y minimos relativos son:
=X e i (=2
20 2C 1C
f'(x)=0 = —ix2+3—0 xP-1=0= x =1;; x,=-1
2C 2C

Parax=1 = f"(1)= —1—3; <0 = Maximo relativo para x=1 = A( 1).

Parax=-1 = f"(-1) :1% >0 = Minimo relativo para x=-1.

f(—l):i—i+2:—i+gzizilr = Minimo relativo = C(—l ﬂj
20 20 10 10 10 10 5 5

Como se acaba de demostrar, A no es el Uniconextrelativo de f.
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2°) Halla el area de la region acotada compreneidee el eje OY y las graficas de las

y g(x)="".

funcionesf (x) = e 16

La funcion f(x) es par, por lo tanto es simétgoa respecto al eje OY; su recorrido

f es(o, %J lo cual significa que todas sus ordenadas soitiyass

. . . lim
El eje OX es una asintota horizontal de f(x) mor s !

=0y, l6gicamen-

te su maximo absoluto se produce para x = 0, caudtacser el punttz\(o, %,j

Los puntos de corte de las funciones se obtiegualando sus ecuaciones:

1 _x
x> +4 16

;16=x°+4x ;; x* +4x-16=0. Resolviendo por Ruffini resulta que la Gnica

solucion real es para x = 2, resultando el puntooate P(z, :—;j

Teniendo en cuenta que la funcig(x) :1—); pasa por el origen de coordenadas, la

representacion grafica de la situacion es, aprakamente, la siguiente:
| YA | |

»

o9 AQ, %)

P(2,%)
- ) y=C >
(@) 1 2 x
9(x) | | |
De la observacion de la figura se deduce queparfaie a calcular es:
c 1 ° X
S= cdx—|—=-dx=1,-1,=S (*
£x2+4 {16 Lol =50
2 2 12 1 Xot | x=251t=1
L=l e [ k=g [ ks |2 o o=
) e
2

t21+1 : dx:% [arc sent]} :%(arc tag 1-arc tag 0) =

1
5 2dx:£j
2 +1 21



Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de b, resulta:

S=1,-1, :g—%:’%luz [ 0268u? =S
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a b c 5a -5b 5c
3°) Conocido ques 0 10| =1, calcula el valor del determinantéa 0 2.
11 1 1 -1 1

5a -5b 5c 5a 5b 5c ab c ab c
1 0 2|=41 0 2|=-5/1 0 2/=-5 0 10/=-1
1 -1 1 1 1 1 111 11 1

Nos hemos basado en las propiedades de los dedertes siguientes:

Si se cambia una fila de un determinante de siginaalor del determinante cambia
de signo.

Si los elementos de una fila se multiplican o divighbor un namero, el valor del de-
terminante queda multiplicado o dividido por diahiomero.
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x=-1
4°) Dada la recta = y el planon=x+y-2=0:
y-z-1=0

a ) Determina su posicion relativa.

b ) En caso de cortarse, determina el angulo quesioy el punto de corte.

a)
Haciendo en la recta= A, su expresion por unas ecuaciones paramétridasses
x=-1
guiente:r =y =1+ A, cuyo vector director es =(0, 1, 1).
z=A

El vector normal del plano es = (1, 1, 0).

Como puede observarse, el vector director dedi ng el vector normal al plano
son linealmente independientes y, por otra pantpyeducto escales es distinto de cero:

—

v-n=(013:(11 0)=0+1+0=1#0.

La rectar y el plano nn se cortan oblicuamete.

b)

Para facilitar la comprension del ejercicio hacsmmo esquema de la situacion:

El anguloa que forman el plana y la recta r es el complementario del angulo que
forman un vectorv director de r y un vecton , normal al planon.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectordedigce del concepto de producto



escalar:

—_—

v-n:‘an‘-cosﬁ = cosﬂ:‘_,—_, *)
v|-[n]

Aplicando al caso que nos ocupa es:

—_—

vV-on (0,1 1) (1 1 0) 0+1+0 1 _
Cos f =senqg = = = =—=05 a =30°
’ ‘VHF‘ JOR+1 +12 P +12+07 242 2 -

El punto P de corte se obtiene del siguiente modo:

x=-1
x=-1
r=qy=1+/
oy = -1+(1+1)-2=0;; A=2 = Jy=1+2=3 = P(-1 3 2)
z=2
]TEX+y—2:O
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OPCION B

1°) Dada la funciorf (x) = x> - 2x+2:

a ) Halla la ecuacion de la recta tangente a ficgrde f en el punto de abscisa x = 3.

b ) Calcula el area del recinto acotado limitadolparéafica de f, la recta tangente obteni-
da en el apartado anterior y el eje OY.

a)

El punto de tangencia e§(3)=3-2-3+2=9-6+2=5 = P(3 5).

Sabiendo que la pendiente a una funcion en uropmel valor de la derivada de la

funcion en ese punto y que la ecuacion de la mredgpasa por un punto viene dada por la
formulay -y, =m(x-x,), la ecuacion de la tangente pedida es la siguiente

f'(x)=2x-2 = f'(8)=m=2.-3-2=6-2=4=m

b)

Recta tangente= t=y-5=4(x-3)=4x-12 = t=y=4x-7

YA

f(x)

De la derivada de la funcion se deduce que e
minimo absoluto de la pardbola es para x = 1, que €
el valor que Ila anula, y el punto es:
f1)=1-2+2=1= V(1 1).

Teniendo en cuenta que el punto de corte de I:
tangente con el eje de coordenadas es A(O, -7y qu
la parabola corta el eje de ordenadas en el puito B
2), la situacion gréafica de la situacion es, apraxi
damente, la reflejada en la figura.

Por ser las ordenadas de la parabola iguales
mayores que las correspondientes ordenadas de
tangente en el intervalo correspondiente a la §uper
cie a calcular, el valor de ésta es el siguiente:

s=[[(x* - 2x+2)-(4x-7)| - dx =

O ey w

3 3
(x? —6x+9)-dx:{x§—3x2 +9x} =

0

I
Oty w

9-27+27-0=9u*=S
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2°) Determina el dominio, recorrido, puntos de eawn los ejes coordenados, asintotas
maximos y minimos relativos, puntos de inflexidmeervalos de crecimiento, decreci-

miento, concavidad y convexidad (concavidad hagi@ay hacia abajo) de la siguiente
funcion:

YA )ri

i3 =2 -1\ O 1 2 3 X
1
__________________________________________________ o4 S U N SO N SO SO
\ ﬁ
N 3 y

El dominio de f(x) esD(f)= R-{3}.

El recorrido de f(x) esR(f) = (-, —2)0[-1 +).

Puntos de corte con los ejes: _Eje X: (-3, 0),\0)0 Eje Y: (0, 0).

Asintotas: Horizontales: y = -2. Verticales: 8=
Méaximo relativo: (-2, 3). Minimo relativo: (0,.0)

Nota: En el maximo relativo la funcion, aunque @stimua no es derivable.

La funcién no tiene puntos de inflexion.

Crecimieno = (-4, -2)0(0, 3)0(3, +).




Decrecimi@to = (-, —4)0 (-2, 0).

Concavidad (n) = (-, —4)0(3, +).

Convexidad(0) = (-4, -2)0(-2, 3).
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kx+ky-z=2
3x—ky=0
5x+ky=0
x+2z=1

3°) Discute el sistem , Segun los valores del parametro k.

Se trata de un sistema de cuatro ecuaciones esnngognitas, cuyas matrices de
coeficientes y ampliada son las siguientes:

k k -1 k k -1 2

3 -k O 3 -k 0 O
M = y M'=

5 k 0 5 k 0 O

1 0 2 1 0 2 1

El rango de M’ en funcién de k es el siguiente:

k k -1 2
3 -k 00 : L
\M' = 5 Kk 0 O = Desarrollando por los menores adjuntos de la altolumna:
1 0 2 1
3 -k 0 k k -1
3 -k 3 -k 3 1
IM'|=-2-15 k 0|+1:|3 -k 0 |=-4- -1 =5k - =
5 k 5 k 5 -1

Como el mayor rango que puede tener la matrindéaente es tres:

Para kZ#0= RangM =4 ;; RangM'=3 = Sistemalncompatilte

O 0 -1 O 0 -1 2
. 30 O 30 0O .
Para k = 0 las matrices sdh = y M'= , equivalentes a

5 0 O 50 0O

1 0 2 10 2 1
0 -1 0O -1 2
: 3 0 3 0 O

efectos de rango, a las matridds= y M'= :

5 0 5 0 O
1 2 1 2 1

El evidente que para k = 0 el rango de M es 2méseel rango de M’:



0 -1 2
{r, F,,FE}=|3 0 0/=0
5 0 O
Rang M' = = Rang M'=3
0 -1 2 —
{F,F,F}=|3 0 0/=12+3=15%0
1 2 1

Para k=0= RangM =2 ;; RangM'=3 = Sistemalncompatilte

El Sistemaes Incompatitbe kIR
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4°) a ) Determina si los puntos A(-1, 0, 3), B(21 4y C(-4, 3, 1) estan alineados.

b ) Expresa en dos formas diferentes la ecuacida beta r que pasa por Ay B.

a)
Los puntos A, B y C determinan los vectores:
u=AB=B-A=(2 41)-(-10 3)=(3 4 -2
Vv=AC=C-A=(-431-(-1 0,3)=(-3 3 -2
3 ,4 - - = : : :
3 7:5 ¢7 = u Yy Vv son linealmene independiates
Los puntos A, B y C no estan alineados.
b)

La recta r tiene como vector directoua= AB= (3, 4, - 2).

Considerando uno cualquiera de sus puntos, pop&eA(-1, 0, 3), se pueden ob-
tener las siguientes expresiones de la rectar:

x=-1+34
Ecuacionesparamétri@as: r =<y =4/
z=3-2/
Ecuacionescontinuas r = x+1 =Y z-3
3 4 =2
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